ISSN: 2711-1792 (En linea) e Espacio Matematico Vol. 2 No. 1(2021), pp. 31-45

Relacoes Bidimensionais e os Niumeros
Hibridos da Sequéncia de Lucas

Milena C. Mangueira!, Renata P. Vieira,
Francisco R. Alves, Paula M. Catarino

Resumo

Neste artigo, apresentamos as relagoes bidimensionais da sequéncia de
Lucas, uma sequéncia semelhante & sequéncia de Fibonacci, diferindo ape-
nas em relagao aos seus valores iniciais. Diante disso, oriundo do processo
de hibridagao de seqiiéncias lineares e recursivas, lidamos com os nimeros
hibridos de Lucas. Esses dois métodos discutidos nesta pesquisa apoiam
a area de complexificagdo dessa sequéncia, inserindo unidades imaginarias
em seus termos e em sua recorréncia original. Finalmente, sugere-se um
trabalho futuro para continuar esse processo, listando futuras aplicagoes
na vida cotidiana e nas areas da fisica moderna.

Palavras e frases-chave: Sequéncia de Lucas. Relagao Bidimen-
sional. Nameros Hibridos.

Two-dimensional Relations and the Hybrid Numbers
of Lucas Sequence

Abstract

In this paper we present the two-dimensional relationships of the Lucas
sequence, a sequence similar to the Fibonacci sequence, differing only in
relation to their initial values. Given this, originating from the process of
hybridization of linear and recursive sequences, we deal with the hybrid
numbers of Lucas. These two methods discussed in this research support
the complexification area of this sequence by inserting imaginary units into
its terms and its original recurrence. Finally, future work is suggested to
continue this process, listing future applications in everyday life and in
areas of modern physics.

Key words and phrases: Lucas sequence. Two-dimensional Re-
lationship. Hybrid Numbers.

1 Introducao

Os numeros de Fibonacci foram criados a partir do problema da reproducao
de pares de coelhos imortais, desenvolvido por Leonardo Pisano de acordo com
[7, 10]. A sua férmula de recorréncia é dada por Fi(n) = F(n—1)+ F(n—2) com
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n € Ne F(0) =0, F(1) = 1, sendo portanto uma relagio unidimensional. Assim,
temos que os seus primeiros termos sao dados por: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,...

Segundo [2], a partir de viagens realizadas na Europa, Fibonacci somou
experiéncia nas areas da aritmética e algebra, desenvolvendo varios trabalhos.
Porém, Leonardo de Pisa é lembrado geralmente em razao do seu problema que
descreve "a reproducao dos coelhos imortais".

Seguindo esse estudo, o matemético francés Lucas (1842-1891), comegou
a estudar sobre as obras de Leonardo Pisano, criando assim outra sequén-
cia linear e recorrente, de segunda ordem, porém alterando os valores iniciais,
denominando-a como sequéncia de Lucas segundo [5, 13, 1]. Temos portanto
a sua formula de recorréncia, dada por: L(n) = L(n — 1) + L(n — 2) com
n € Ne L(0) = 2,L(1) = 1, descrevendo assim os primeiros termos como:
2,1,3,4,7,11,18, 29,47, ...

Assim, é possivel ainda estabelecer féormulas em que seja possivel relacionar
essas duas sequéncias através de equagoes matemética, logo:

Lin+1)=F(n+3)—F(n-1)

Para provar a veracidade dessa relagao, basta substitui por nimeros de Lucas
e Fibonacci, respectivamente, obtendo os termos para a férmula acima.

Com base nisso, serdo estudados os nimeros de Lucas, relacionando-os com
a sequéncia de Fibonacci, bem como o seu processo de complexificacdo. Esse
processo de complexificacdo de sequéncias, sao dados a partir da inclusao de
unidades imaginarias, a comecar da unidade i. Assim, como realizado em [8] e
[14], em que realizam o estudo das relagoes bidimensionais de duas sequéncias
lineares e recorrentes, neste trabalho também sera utilizado o mesmo procedi-
mento.

Por fim, a partir do conjunto dos Numeros Hibridos, apresentado por [9],
pode-se realizar a hibridizacao da sequéncia de Lucas. Um numero hibrido é um
conjunto de trés sistemas numéricos juntos, sejam eles: os ntimeros complexos,
hiperboélicos e duais estandos combinados um com outro.

Definigao 1. Um ndmero hibrido é definido por [9)]:
K = {2z = atbi+ce+dh : a,b,c,d € R,i* = —1,6? = 0,h? = 1,ih = —hi = e+i}

E ainda, pode-se efetuar algumas propriedades e operagoes com os nimeros
hibridos, como: igualdade, soma, subtracao e multiplicao por escalar. E ainda
pode-se apresentar a tabela da multiplicagao de um nimero hibrido, como mos-
tra a Tabela 1.

Por conseguinte, temos o conjugado de um nimero hibrido z = a+bi+ce+dh,
denotado por Zz, é definido como

Z=a—bi—ce—dh
e o nimero real

Cl)=2zz=%z=0a>+ (b—c)? —* —d* =a® + b* — 2bc — d*
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-1 i € h
111 ) € h
7| -1 1—h|e+i
ele| 14+h 0 —¢
h|h|—¢e—i € 1

Tabela 1: Tabela de multiplicagao para K.

é chamado de carater do nimero hibrido, onde a raiz desse ntimero real seré a
norma do namero hibrido z, assim temos que: ||z|| = /| C(2) |.

Nas secoes seguintes serao estudadas as relagoes recorrentes bidimensionais
da sequéncia de Lucas, assim como os seus nameros hibridos, tratando assim do
processo de complexificacao.

2 Relacoes recorrentes bidimensionais de Lucas

Segundo [6], podemos explorar alguns nimeros denotados por G(n, m) repre-
sentamos os inteiros gaussianos (n,m) = n + mi, em que n e m sdo inteiros.
Assim, para verificar esse processo de complexificacdo da sequéncia de Lucas,
temos as relagoes recorrentes do caso bidimensional desta sequéncia sendo ex-
plicadas no decorrer deste artigo.

A seguir, serdo discutidas, algumas propriedades referentes as rela¢oes bidi-
mensionais originadas da formula de recorréncia da sequéncia de Lucas (L(n +

1) = L(n) + L(n — 1)).

Definigao 2. Os nidmeros descritos na forma L(n,m) serdo representados pe-
los numeros da sequéncia de Lucas bidimensional, satisfazendo assim as suas
respectivas condigoes bidimensionais de recorréncia, em que n,m € N:

{ Lin+1,m) =L(n,m)+ L(n—1,m)
L(n,m+1) = L(n,m)+ L(n,m—1)

Apresentando os valores iniciais deﬁmdos como: L(0,0) =
1,L(0,1) =1+i,L(1,1) =3 +4i em que i = —1 e L(0) = ,L()

Lema 1. Valem as sequintes propriedades:
(i) L(n,0) = L(n),

(ii) L(0,m) = L(m) + F(m)i,

(#ii) L(n,1) = L(n+ 1) + F(n + 1),

(iv) L(1,m) = L(m + 1) + F(m}i.

Demonstragao. De acordo com L(n+1,m) = L(n,m)+ L(n—1,m) e os valores
iniciais L(0,0) = 2, L(1,0) = 1 e aplicando o segundo principio da indugao finita
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sobre n, onde fixa m =0 e varian =0,1,2,.... Observe:
L(n+1,0) = L(n,0) + L(n — 1,0)
L(2,0) = L(1,0) + L(0,0) = 3 = L(2);
L(3,0) = L(2,0) + L(1,0) = 4 = L(3);
L(4,0) = L(3,0) + L(2,0) =7 = L(4);
L(n—-1,0)=L(n—2,0)+ L(n—3,0) = L(n — 1);

n,0) + L(n — 1,0)

(

L(n,0) = L(n —1,0) + L(n — 2,0) = L(n);
(
(n—1)+ L(n) = L(n+1).

=1L

Desse modo, verifica-se que vale a propriedade L(n,0) = L(n).

De modo analogo, pode-se provar a validade L(0,m) = L(m) + F(m)i, con-
siderando a relagdo L(n,m + 1) = L(n,m) 4+ L(n,m — 1) verificando ainda a
relagao da sequéncia de Lucas com a sequéncia de Fibonacci, sendo ainda os
nameros iniciais de Fibonacci F(0) =0, F(1) = F(2) = 1.

L

Analisando a recursividade paran = 0 e variandom = 0, 1,2, 3, .. .. Percebe-
se que:
LO,m+1)=L(0,m)+ L(0,m —1)
L(0,2) = L(0,1) + L(0,0) =3 + i = L(2) + F(2)3;
L(0,3) = L(0,2) + L(0,1) =4 4 2i = L(3) + F(3)3;
L(0,4) = L(0,3) + L(0,2) =7+ 3i = L(4) + F(4)i;
LO,m—1)=L(0,m—2)+ L(0,m—3)=L(m—1)+ F(m — 1)i;
L(0,m) = L(0,m — 1) + L(0,m — 2) = L(m) + F(m)i;
L(0,m+1) = L(0,m) + L(0,m —1)
(

m)+ F(m)i+L(m—1)+ F(m—1)i=L(m+ 1)+ F(m + 1)i.

Validando a propriedade L(0,m) = L(m) + F(m)i.

Para demonstrar a propriedade seguinte, utiliza-se o mesmo principio da
indugdo, com: L(n+ 1,m) = L(n,m) + L(n — 1,m) e com os valores iniciais
estabelecidos no inicio. Além disso, verifica-se uma relacdo entre a sequéncia
de Lucas e a sequéncia de Fibonacci, assim, fixando m = 1 e variando n =
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0,1,2,3,..., segue que:

Lin+1,1)=L(n,1)+ Lin—1,1):
L(2,1) = L(1,1) + L(0,1) = 4+ 2 = L(3) + F(3)i;
L(3,1) = L(2,1) 4+ Le(1,1) = 7+ 3i = L(4) + F(4)3;
L(4,1) = L(3,1) + L(2,1) = 11 + 5i = L(5) + F(5)i;

L(n—1,1)=L(n—2,1)+ L(n —3,1) = L(n) + F(n)i;
L(n,1)=L(n—1,1)+ L(n—2,1)=L(n+1)+ F(n+ 1)3;

L(in+1,1)=L(n,1)+ L(n —1,1)

L(n+1)+ F(n+1)i+ L(n) + F(n)i

L(n+2)+ F(n+ 2)i.

Provando que L(n,1) = L(n + 1) + F(n + 1)i.

Finalizando as demonstragoes das propriedades, tem-se que de modo ané-
logo, pode-se considerar a relacdo L(n,m) = L(n,m — 1) + L(n,m — 2) e os
valores estabelecidos inicialmente e, fixando n = 1 e variando m = 0,1,2,3, .. ..
Nota-se que:

L(1,m+1)=L(,m)+ L(1,m—1)
L(1,2) = L(1,1) + L(1,0) = 4 + i = L(3) + F(2)i;
L(1,3) = L(1,2) + L(1,1) = 7+ 2i = L(4) + F(3)i;
L(1,4) = L(1,3) + L(1,2) = 11 + 3i = L(5) + F(4)i;

1,m—2)+L(1,m—3)=L(m)+ F(m —1)i;
1,m—1)+L({1,m—1)=L(m+ 1)+ F(m)i;
1,m)+ L(1,m—1)

m+ 1)+ F(m)i+ L(m) + F(m — 1)i = L(m + 2) + F(m + 1)i.

h
=
AAEA

O

Teorema 1. Para os dois inteiros, n,m € N, os nimeros na forma L(n,m)
sao descritos por:

L(n,m)=L(n+m)+ F(m)F(n+ 1)i.

Demonstragao. Fixando o valor do nimero natural n, pode-se realizar a de-
monstracao através de inducao sobre m. Para o valor de m = 0, existe a
propriedade L(n,0) = L(n) e L(n,1) = L(n + 1) + F(n + 1)i, validadas an-
teriormente pelo Lema 1, onde L(0) = 2, L(1) = 1, cujos valores iniciais sdo
L(0,0) =2,L(1,0) =1,L(0,1) =141, L(1,1) = 3+ i. Para isso, serdo calcula-
dos alguns valores de L(n,m), variando m.
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Para L(n,2), utiliza-se a recorréncia L(n,m) = L(n,m — 1) + L(n,m — 2)
com os valores iniciais estabelecidos, com m =2 fixoen =0,1,2,3,..., tem-se
que:

L(n+1,2)=L(nl,2)+ L(n—1,2)
L(2,2) = L(1,2) + L(0,2) = T+ 2i = L(4) + F(3)i;
L(3,2) = L(2,2) + L(1,2) = 11 + 3i = L(5) + F(4)i;
L(4,2) = L(3,2) + L(2,2) = 28 + 5i = L(6) + F(5)i;
L(n—1,2)=Ln—2,2)+ L(n—3,2) = L(n+1) + F(n)i;
L(n,2)=Ln—-1,2)+ L(n—2,2)=L(n+2)+ F(n+1)i;
L(n+1,2) =L(n,2)+ L(n—1,2)
=Ln+2)+Fn+1)yi+Ln+1)+ F(n)i
= L(n+3) + F(n + 2)i.

Fixando o valor de m = 3, tem-se que:

L(n+1,3)=L(n,3)+ L(n—1,3)
L(2,3) = L(1,3) + L(0,3) = 11 + 4i = L(5) + 2F(3)i;
L(3,3) = L(2,3) + L(1,3) = 18 + 6i = L(6) + 2F(4)i;
L(4,3) = L(3,3) + L(2,3) = 29 + 10i = L(7) + 2F(5)i;

L(n—1,3)=L(n—2,3)+ L(n—3,3) = L(n+2) + 2F (n)i;
L(n,3)=L(n—1,3)+L(n—2,3) = L(n+3)+2F(n+1)i;
Ln+1,3) = L(n, 3)+ L(n—1,3)
L(n+3)+2F(n+1)i+ L(n+2)+2F(n)i
L(n +4) + 2F(n + 2)i.

Reescrevendo as propriedades vistas no lema anterior (i) e (ii), tem-se que:

L(n,0) = L(n) + F(0)F(n + 1)i;
L(n,1)=L(n+1)+ F1)F(n+1)i;

Contudo, supondo para m = 1,2, ..., k, sejam validas as seguintes identida-
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des descritas:

L(n,0) = L(n) + F(0)F(n + 1)i;

L(n,1)=L(n+1)+ FQ1)F(n+ 1)i;
L(n,2)=L(n+2)+ F(2)F(n+1)i;
L(n,3)=L(n+3)+ FB)F(n+1)i;

L(nk — 2). = L(n+k—2)+ F(k—2)F(n+1)i;
Link—1)=Ln+k—1)+ F(k — 1)F(n + 1)i;
L(n,k) = L(n+k)+ F(k)F(n+ 1)i.

Demonstrando para m = k+1, a partir da recorréncia L(n,k+1) = L(n, k)+
L(n,k — 1), tem-se que:

L(n,k+1) = L(n,k)+ L(n,k—1)
Lin+k)+Fk)F(n+1)yi+ Lin+k—1)+ F(k—1)F(n+1)i
L

(n+k+1)+ F(k+1)F(n+1)i.

O

Podemos ainda reescrever essa relagao, utilizando a formula L(n) = F(n +
3) — F(n —1). Assim, temos que:

L(n,m)=L(n+m)+ F(m)F(n+ 1)i
=Fn+m+3)—F(n+m—1)+ F(m)F(n+1)i

3 Relagoes bidimensionais de Lucas para o campo
dos ntimeros inteiros nao positivos

Realizando uma extensao dessa sequéncia para o campo dos nimeros inteiros,
temos que os seus primeiros termos negativos sao mostrados na Tabela 2:

L_yw|Lg|Lg|L7|Lg¢|Ls|L_y|Lg|Lg|L_1]|Lg
123 -76 47 -29 18 -11 7 -4 3 -1 2

Tabela 2: Termos negativos de Lucas.

Para os numeros negativos de Fibonacci, temos (ver Tabela 3):

Foy | Fog | Fg|Fq | Fe|F 5| Fy|F3|Fa|F 1|k
-55 34 -21 13 -8 5 -3 2 -1 1 0

Tabela 3: Termos negativos de Fibonacci.
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Diante disso e da relagao bidimensional para os termos positivos vista na
secao anterior, podemos estabelecer a relacao bidimensional para os termos ne-
gativos da sequéncia de Lucas.

Teorema 2. Para os dois inteiros, n,m € N, os nimeros na forma L(—n,—m)
sdo descritos por:

L(—n,—m) = (=1)"™™[L(n +m) + F(m)F(n — 1)i].

Demonstragao. Utilizando a relagdo L(n,m) = L(n +m) + F(m)F(n + 1)i e
realizando a extensao para os indices inteiros nao positivos, tem-se que:
L(—n,—m) =L(—n—m) + F(—m)F(—n+ 1)i
=L(—(n+m))+ F(—m)F(—(n—1))i
(=)™ L(n +m) + (=1)"F(m)(=1)"F(n — 1)i
= (=1)""L(n+m)+ (—1)"""F(m)F(n —1)i
(=)™ [L(n +m) + F(m)F(n — 1)i]

4 Numeros hibridos de Lucas

Motivado pelos trabalhos de hibridizacao de sequéncias lineares e recorrentes
realizados por [3, 4, 11, 12] nesta secdo serdo definidos os nameros hibridos
de Lucas. Serao realizado investigacOes inretentes a esse processo desses novos
numeros encontrando a sua recorréncia, equagao caracteristica, norma, forma
matricial, funcao geradora e férmula de Binet.

Definigao 3. O nimero hibrido de Lucas serd definido como:

HL,=1L,+ Ln+1i + Ln+25 + Ln+3h
Com os seguintes termos iniciais: H Ly = 2+i+3e+4h,HL, = 1+3i+4e+7h.

Proposicao 1. A sequéncia de mimeros hibridos HL, satisfaz a rela¢do de
recorréncia hibrida de Lucas HL, = HL, 1+ HL,_>.

Demonstragao.

HL, 1 +HL,

= (Lpn—1+ Lyni+ Lys16 + Lyyoh) + (Ly—2 + Ly—15 + Lye + Lyi1h)
= (Ln-1+Ln2)+ (Ln+ Ln_1)i+ (Lns1 + Ln)e + (Lpy2 + Lng1)h
=L,+ L1t 4+ Lyyoc+ Lyysh

=HL,
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Por conseguinte algumas informagoes sobre os ntimeros hibridos de Lucas.
De acordo com as relacoes de recorréncia, HL,, = HL,_1 + HL,_5, podemos
agora apresentar sua equacao caracteristica, obtendo:

HL, HL, o
HLn_l HLn—l
HL, 14 1
HLn—l N HLnfl
HLn—Q
HL, HL,_ . ~
Denotando w,, = L. tem-se: w,_1 = HL,L_; Deteminando a equacgao
wy, =1+ . Supondo que o limite proposto existe e que seja igual a w,
Wn—1

passando o limite nessa iltima equacao, tem-se:

limw, = 1+——+——
n—00 limy, 00 Wp—1
1
w 1+ —
w

w?—w-—1

0

B

1+

onde é uma equacao de segundo grau possuindo duas raizes reais w; = 5

1-+5

Baseado no que ja foi apresentado anteriormente temos que o carater do
ntimero hibrido de Lucas é dada como C(HL,) = L? + (Lyy1 — Lni2)? —

L2 , — L2 5 e ainda podemos apresentar a norma de um nimero hibrido de
Lucas.

€ Wy =

Propriedade 1. A norma de um nimero hibrido de Lucas é definida como:
||HLnH2 = |L$7, —4Lny2Fngn — L721+2|

Demonstragdo. Seja a norma de um ntmero hibrido dado por:

Vv |C(HLn) = \/lL% + L%-&-l - 2Ln+1Ln+2 - L?H—S‘
||HLnH2 = ‘LEL + L?L—&-l - 2Ln+1Ln+2 - (Ln+2 + Ln+1)2|
L3+ Liiy = 2Lns1Lnga — Lo o = 2Lp4oLlngn — Li |
= |L, = 4Lnt1Lnyo — L |

[[H L |

O

Além disso, o ntumero hibrido de Lucas pode ser representado de forma
matricial. Utilizando a forma matricial dos nimeros hibridos que [9] apresenta
pode-se definir assim as seguintes matrizes:

Ln + Ln+2 2Ln+1

PHL. = 2pis Ly — Lnio

39



ISSN: 2711-1792 (En linea) e Espacio Matematico Vol. 2 No. 1(2021), pp. 31-45

Demonstragao.
YHL,
1 0 0 1 1 -1 0 1

Ln|:0 1:|+Ln+1|:_1 0:|+Ln+2|:1 _1:|+Ln+3|:1 O:|
_ [ Ln + Ln+2 Ln+1 - Ln+2 + Ln+3

L Ln+2 - Ln+1 + Ln+3 Ln - Ln+2
_ [ Ln + Ln+2 Ln—i—l - Ln+2 + Ln+2 + Ln—i—l

L Ln+2 - Ln+1 + Ln+2 + Ln+1 Ln - Ln+2
_ [ Ln + Ln+2 2L’n—i—l

L 2Ln+2 Ln - Ln+2

O

E ainda, temos a seguinte propriedade que relaciona o determinante de uma
matriz com a sua norma.

Propriedade 2. Se pp, corresponde a matriz hibrida do nimero hibrido de
Lucas, entio |detpgr, | = |HL,|>.

Demonstragao.

Lo+ Lnso  2Lni
9nto  Lp— Lnto
= [(Ln+ Ln42)(Ln — Lny2) — (2Lp41) (2Ln+2)|
= |L2 — LyLpyo+ LpLyio— L2, 5 — ALy y1 Lo
= |L} = 4Ln1 Foye — Loy
|H L

detonr, |

O

A seguir, daremos a funcio geradora de H L,,, sua férmula de Binet e algumas
identidades encontradas que envolve essa sequéncias.

Teorema 3. A func¢do geradora do nimero hibrido de Lucas, denotado por
GHrL,, €
 HLo+ (HLy — HLo)w

1—w—w?

GHLn (w)

Demonstragao. Para definir a funcao geradora do ntimero hibrido de Lucas de-
vemos escrever uma sequéncia em que cada termo da sequéncia corresponde aos
coeficientes.

e}
GHLn (U}) = Z Hann
n=0
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Fazendo manipulagoes algébricas devido a relagdo de recorréncia podemos es-
crever essa sequéncia como:

Gur, (w) = HLy+ HLiw+ HLyw? +---+ HL,w" + - --
—wGyr, (w) = —wHLy—w*HL —w*HLy — - —w" " HL, — -
—w?Gyp, (w) = —w?HLy—w*HL, —w'HLy —--- —w"?HL, —---

Somando cada membro, temos:

(1 —’LU—U)Q)GHL"(U)) = HLO+(HL1 —HLO)w+(HL2 —HL1 —HLo)w2+
1—w—w?)Gyyp, (w) = HLy+ (HL, — HLo)w
HLo+ (HLy — HLy)w
GHLn(w) _ 0 ( 1 0)

(1—w—w?)

Assim, temos a fungdo geradora para as sequéncias hibridas de Lucas.

Teorema 4. Para n > 0 temos que a formula de Binet para o nimero hibrido
de Lucas € dado como:
(HL1 - HLOwQ)w? — (HLl - HLowl)wQ

w1 — W2

HL, =

Onde wy e wy s@o as raizes reais da equagao caracteristica.

Demonstragao. Tem-se que a féormula de Binet pode ser representado da se-
guinte maneira:

HL, = Aw}+ Bwy
Para n =0, tem-se: A+ B = HLg e, para n = 1, temos Aw; + Bwy = HL;.
Assim, temos o seguinte sistema linear:

A+B=HLy
A’LU1 + ng = HL1
Resolvendo o sistema linear, temos que os coeficientes encontrados foram: A =
HL1 —HL()U)Q B HLo’LU1 —HLl
it St st PN - S Ut St}

Wy — W2 Wy — W2
mula de Binet, temos:

Fazendo as devidas substituicoes na for-

(HLy — HLyws)w} — (HLy — HLowy )wY

w1 — w2

HL, =

O

A partir da férmula de Binet apresentada podemos apresentar algumas iden-
tidades classicas na sua forma hibrida. Considerando R = (HLy — HLows) e
S =(HLy — HLyw) tem-se:

Ruw} — Swg

w1 — w2

HL, =
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Teorema 5. (Identidade de Catalan) Para os nimeros naturais n e k, com
n >k, se HL,, € o n-ésimo nimero hibrido de Lucas, entdo temos que essa
identidade € verdadeira.

Rw?*(S — R) + Sw*(R — S)

(w1 — w2)?

HL, wHL, . —HL? = (-1)"7* [HL% -

Demonstragao.

HL, HL,, — HL?
_ Rup™% — Swi™F Rupth — Swpth (Rwy - swg>2

w1 — w2 w1 — w2

w1 — w2

_ R*w? — RSwiFwith — SRwh T Fwith 4+ S2w3n

(w1 —w2)?
_ RPuwi" — 2RSwiwy + SPw3"
(w1 — w2)?
_ —RS’w?ikng? — RSwSikw?Jrk + 2RSwiwy
(w1 —w2)?
_ (1) RSw? —(2RSw’fw)§’2+ RSw2*
w1 — W2
_ (1) RSw?* — 2RSwiwk + RSw%(k + RQw)%;“ + S2w3k — R2wk — 23k
w1 — W2
(1 [szfk — 2RSwhwh + S2w3k  RSw — R*w?* — Swik + RSw3*
(w1 — w2)? (w1 — w2)?
i 12k _ 2k _
_(—1ynh [HL% n Rw1#*(S — R) —&-S’u;Q (R—29)
(w1 —w2)

A identidade de Cassini é um caso particular da identidade de Catalan,
quando k£ = 1 obtemos o seguinte resultado.

Teorema 6. (Identidade de Cassini) Para o nimero natural n, se HL, € o
n-ésimo numero hibrido de Lucas, entdo temos a sequinte identidade:

Ruw?(S — R) + Sw2(R - S)

(w1 — w2)?

HL, HL,.1 —HL?> = (-1)""' |HL} +
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Demonstragao.

HL, \HL,,, — HL?
_ Rw?'—Swh™t RwPt! — Swit! (Rw{‘ - Swg>2

w1 — w2 wyp — w2

w1 — W2

_ R*wi — RSwitwyt — SRwy T twitt 4+ S2win

(w1 — w2)?
R?wim — 2RSwiwh + S?w3™
- (w1 —wg)?
~ —RSwMwi ™ — RSwi T wi T + 2RSwiw}
B (w1 —w2)?

1 RSw? — 2RSwywy + RSw3
(w1 — ws)?
o1 RSw? — 2RSwiwy + RSw3 + R?w? + S*w? — R?w? — S%w?

- (-1)

- (-1)

(w1 — ws)?
_ (—1)nt {RQw% — 2RSwyws + S?w3 N RSw? — R?w? — Sw3 + RSw3
(w1 — w2)? (w1 — w2)?
2 _ 2 _
(1t {HL% N Rw1?(S — R) +Su;2(R S)
(w1 — w2)

O

Teorema 7. (Identidade de d’Ocagne) Suponha que n seja um nimero inteiro
ndo negativo e m um nuimero natural. Se HL,,, é o n-enésimo nimero hibrido
de Lucas, a expressio da identidade de d’Ocagne é dada por:

Rw?(S — R) + Sw}(R — S)

(w1 — ws)?

HL,HL, 1 — HLpyp 1 HL, = (—1)""' |HL? +

Demonstracdo. Esta identidade é uma generalizacao da identidade de Cassini,
fazendo m = n—1, temos: HL,,HL,, 1 —HLy,1HL, = HL, 1HL, 1 —HL?
onde pode encontramos a demonstracdo no teorema anterior. O

Definicao 4. A recorréncia para os termos inteiros nao positivos dos nimeros
hibridos de Lucas, com n > 1, tem-se:

HL_, =HL_p o~ HL_, 4

Asgsim é possivel calcular os termos com indice inteiro néo positivo da sequén-
cia hibrida de Lucas. Com isso, temos: HL_1 = -1+ 3i —4c+T7he HF 5 =
3—4i+ 7 —11h.
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5 Conclusao

Neste trabalho foi possivel apresentar um estudo referente ao processo de
complexicacao da Sequéncia de Lucas, fundado a partir da sua relagao com
a Sequéncia de Fibonacci. Esse processo consiste em o acréscimo da unidade
imaginéria ¢ e o aumento dimensional das representagoes algébricas.

E ainda foi estudado, através da relagao definida por [9], os nimeros hibridos
de Lucas, sendo portanto uma combinagao dos nimeros complexos, hiperbélicos
e dos numeros duais de Lucas. Foi possivel desenvolver algumas propriedades
envolvendo essa sequéncia hibrida apresentada, incluindo a férmula de Binet,
matriz geradora, equagado caracteristica, norma, funcao geradora, extensao para
o campo dos niimeros inteiros e algumas identidades.

O estudo apresentado nao tem uma relagio direta com as olimpiadas de ma-
tematica, uma vez que, até o momento as olimpiadas ndo apresentem nenhuma
questao que aborda tal conteido. Por outro lado, é possivel que as olimpiadas
trabalhem com a sequéncia de Lucas na sua forma unidimensional, bem como
a sua complexificacdo, pois é uma excelente abordagem para tratar em futuras
olimpiadas.

Para trabalhos futuros pode-se estudar propriedades relacionada & essa sequén-
cia, assim como a sua aplicacao em diversas areas.
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