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La Intuicién Geomeétrica en Olimpiadas’
Maria E. Losada

Resumen

Es inconfundible el placer de trabajar con estudiantes motivados, creativos
y talentosos. Un ambiente ideal es el de olimpiadas. La sorpresa de encontrar
en los estudiantes unas ideas y una elegancia de solucién de problemas que se
han preparado espcialmente para ellos, es tan gratificante que valida todos los
esfuerzos que se invierten en ello.

Este ano 2019 no fue la excepcién. Enfocdndonos solamente en problemas
geométricos de la Ronda final de la Olimpiada Colombiana de Matematicas,
presentamos una bella mezcla de problemas, soluciones e intentos de solucién.
Espero se deleiten tanto como aquellos que tuvimos el privilegio de vivirlo.

Palabras y frases clave: geometria elemental, Teorema del angulo inscri-
to, Teorema de Menelao, Teorema de Desargues, Inversion.

Geometric Intuition at the Olympiad level

Abstract

There’s an unquestionable pleasure in working with motivated, creative and
talented students. The perfect setting for this is the olympiad environment.
The surprise of finding in the students solutions ideas and elegance in solving
problemas that have benn created especially for them, is so gratifying that it
validates all the effort invested in it.

This 2019 was no exception. Focusing only on geometrical problems of the
Final Round of the Colombian Mathematics Olympiad, we present a beautiful
mix of problems, solutions and solution attempts. I hope you delight in them
as much as those of us that had the privilege of living it.

Key words and phrases: Elementary geometry, the isncribed arc theoren,
Menelaus’ theorem, Desargues Theorem, inversion.
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1 Introducciéon

En las olimpiadas internacionales de mateméticas los problemas son de matematica
elemental en el sentido de que deben ser problemas que se refieren a nociones que se
ven o pueden ver en una clase de bachillerato alrededor del mundo. Siguiendo este
criterio estan divididos en cuatro temas: Algebra, Combinatoria, Geometria y Teorfa
de Numeros.

Por muchos afios en la Olimpiada Internacional de Matematicas (IMO, por sus
siglas en inglés) la geometria ha sido un tema de debate. Por un lado, estan los
paises que por tener una buena ensenanza de la geometria en el colegio, o por razones
diametralmente opuestas, se han dedicado a ser paises fuertes en geometria a través
del entrenamiento de los equipos. Estos paises disfrutan del hecho que hasta hace muy
poco, siempre habia dos problemas de geometria en los examenes de la Olimpiada. De
otra parte, los paises de poca tradicién geométrica, cuyos estudiantes han sufrido con
la geometria y han sacado doctorados en temas mas nuevos como la combinatoria,
han tratado de cambiar esta tradicion y lo estan logrando. Debajo de toda esta
polémica esta el hecho de que méas y mas la Geometria de Euclides, en sus miultiples
expresiones a través de los siglos, ha dejado de ser un instrumento didactico en la
matematica que se ensena a nivel elemental.

No obstante, la geometria todavia es una gran parte de la IMO y la nueva moda
ha sido poner problemas muy dificiles, en todo, pero en general en geometria, para
que paises que se han especializado en ella y que de pronto no fueran fuertes sin
su rol privilegiado en la Olimpiada, no tengan ventaja. Todo esto hace que la geo-
metria necesite ser estudiada atn mas en los entrenamientos de olimpiadas ya que
muchos estudiantes llegan sin bases y deben aprender mucho. Encima de esto, esta
la problemética de desarrollar el pensamiento geométrico en el estudiante en poco
tiempo.

Como ejemplo de esto tomaremos los problemas que este afio pusimos en la final
de la Olimpiada Colombiana, un examen muy parecido al de la IMO, en especial
porque preparamos para esto problemas inéditos de reto a un nivel internacional.
Este ano entre los problemas presentados de geometria varios fueron de uno de los
nuevos ex-olimpicos, Nicolds de la Hoz, quien siempre prefiri6 la geometria.

Los problemas de Nicolas incluyen un problema que escogimos porque era dificil y
se uso6 para diferenciar a los estudiantes mejores. Para esto también hubo un problema
dificil de combinatoria algebraica. Pero mas que todo, los problemas de geometria
fueron los que dieron més dificultad a los participantes.

El problema maés dificil tenfa en su solucion ideas de geometria proyectiva, lo
cual dio un gran reto en los dos dias de entrenamiento antes de la Olimpiada. Este
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entrenamiento se hace para que las personas que nunca han visto estas nociones
puedan por lo menos ver como se usan antes de la Olimpiada. El resultado fue que en
vez de dar las dos clases que usualmente damos de geometria en este entrenamiento,
jdimos cuatro! Exploraremos estas nociones en este articulo.

2 Los problemas

1. Sea S un conjunto finito con n puntos en el plano donde no hay tres puntos
colineales y tal que si se escogen dos puntos A y B en S, existen puntos C'y D en
S (no necesariamente diferentes a Ay B) tales que AB L C'D. Determine todos los
posibles valores de n.

2. Sea ABC' un tridngulo, I' su circuncirculo y D un punto sobre BC' tal que AD es
bisectriz del &ngulo BAC. La mediatriz de AD corta a I' en X y Y. Demostrar que
el circuncirculo del tridngulo X DY es tangente a BC'.

3. Sean Si,S55,95 tres circulos concéntricos con radios 1,2 y 3 respectivamente y
centro en O. Sea P un punto sobre S3 y Ay, A puntos sobre S, Sy respectivamente,
tales que PA; A; es un tridngulo equilatero. Demostrar que la mediatriz del segmento
que une el circuncentro y el ortocentro del triangulo OA; As pasa por un punto fijo
a medida que cambia P.

Nota: Se puede también preguntar por el lugar geométrico del circuncentro y del
ortocentro y demostrar que son iguales.

4. Sea ABC un triangulo no isosceles con incentro I y circuncirculo I'. Sea K, un
punto sobre I' de modo que ZAK,I = 90°. Sean A;, By y C; los puntos medios de
BC, AC y AB, respectivamente. Sea A, el corte de AK, con B,C}. Se definen By y
C5 analogamente. Es decir, sean K, y K, puntos sobre [' de modo que ZBK,I = 90°
y ZCOK.I = 90°, respectivamente. Entonces B, es la interseccion de A;C con BK,
y C5 es la interseccion de A1 B; con C'K,.. Demostrar que As, By y C5 son colineales.

3 Soluciones

3.1 Problema 1

Este problema se incluy6 porque es un problema de combinatoria geométrica. Des-
afortunadamente, el salto de pensar los puntos sobre una circunferencia fue muy
grande para los estudiantes de nivel intermedio.
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Figura 1: Cuadrado ABCD

Respuesta: n puede ser cualquier entero mayor o igual a 4.

Solucién. Para n = 2 es claro que no se puede cumplir la condicién y para n = 3
si los tres puntos son A, B, C' y se escogen Ay B entonces AB | AC o AB | BC.
Supongamos sin perdida de generalidad que AB 1. AC'y vemos que si escojo BC' no
hay recta perpendicular en S perpendicular a BC'.

Ahora probamos que para n > 4 se puede construir un conjunto S.

Consideramos un circulo I' y un cuadrado ABC'D inscrito. Notese que todo seg-
mento del cuadrado es perpendicular a otro y las diagonales son perpendiculares
entonces el conjunto S con los puntos A, B, C, D cumple. Ahora si adicionamos a S
otros k cuadrados diferentes e inscritos en I' vemos que todo punto P en S tiene su
diametralmente opuesto P’ en S. Entonces si escojo dos puntos Py @ en S tal que
Q@ no es el diametralmente opuesto a P entonces PQ 1 QP'. Si Q = P’ entonces
como adicionamos los puntos por cuadrados la otra diagonal del cuadrado al que
pertenecen Py P’ es perpendicular a PP’. De donde concluimos todo conjunto con
n = 4 + 4k puntos cumple, esto es si n es multiplo de 4.

Si anadimos un punto @) a I', solo falta revisar qué pasa si escojo a ) y a otro punto
P. Pero como el diametralmente opuesto a P estd en S entonces PQ L P'Q). Por lo
tanto si se afiade un punto a S sigue cumpliendo. Entonces si n > 4 y congruente
con 1 modulo 4 encontramos un conjunto S que cumple.

Ahora volviendo al cuadrado ABCD si anadimos dos puntos Q y Q" a S donde
Q@ es el punto medio del arco AB y @' el punto medio del arco CD de modo que
QQ' L AB. Es facil revisar bajo los parametros anteriores que este conjunto cumple
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C

Figura 2: Caso n=6

(Si se escoge solo Q o solo @' se usa el diametro Q@' para conseguir el angulo recto y
en otro caso ya construimos la perpendicular a QQ'). Por lo tanto seguira cumpliendo
si se anaden k cuadrados inscritos en I' a S. Luego asi se construye el conjunto S
para n congruente con 2 modulo 4. Finalmente si se anade a S un punto R cualquiera
en este caso sigue cumpliendo y tenemos también los congruentes con 3 modulo 4.

Con esto concluimos que todos los n > 4 tienen un conjunto S que cumple las
condiciones como queriamos demostrar. []

3.2 Problema 2

Se presentan dos soluciones al problema.

3.2.1 Primera soluciéon

Sea E el corte de XY con AC. Primero se tiene que % = /FAD = /EDAy
entonces

/ZBAC ZBAC

LEDC = LZADC — LADE = + LABC — = /LABC
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Figura 3: Solucién 1

Por simetria con respecto a XY se obtiene que ZEDY = ZFEAY = ZCAY y que
ZAXY =Y XD. Ahora notese que por el Teorema del dngulo inscrito se tiene:

2YDC = /ZEDC — LZEDY = LZABC — LCAY
=LAXC - /LY X(C = LZAXY = LY XD.

Y concluimos que BC' es tangente al circuncirculo del AXY D como se queria.

3.2.2 Segunda soluci6on

Sea Z el corte de la tangente por A a I' con BC'. Nétese que usando el Teorema del
angulo semiinscrito:

ZBAC

LZAD = LZAB+ ZBAD = ZACB + =/ADB = /ZADZ

De donde concluimos que ZA = ZD y entonces Z, X y Y son colineales. Final-
mente notese que si reflejamos sobre la recta XY se tiene que A se vuelve D, luego
I' se vuelve el circuncirculo del AXY D y la recta ZA se vuelve la recta ZD y se
concluye que la recta ZD que es la misma recta BC' es tangente al circuncirculo del
AXY D como se queria. [
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A

Figura 4: Solucion 2

3.2.3 Intentos de solucién

No hubo soluciones de este problema de nivel intermedio. El problema original pedia
demostrar que BC' era tangente al circuncirculo del tridngulo X DY. Esto se cambi6
para saltar un paso a: demostrar que los dngulos ZXY B y ZXDDB eran iguales.
Algunos estudiantes notaron que era equivalente a la tangencia.

Otras cosas importantes que notaron:

e AX=DXyAY = DY}

o /XAD =/ADX y /DAY = /Y AD;

e Algunas propiedades de AD 1 XY

e Si se definen los puntos E y F como la interseccion de XY con AB y AC,
entonces se forman dos triangulos congruentes AAEP y AAFP donde P es el
punto de corte de AD y XY.

o LADB =180°— (4 + 4B) = 4 + £C.

e Si extiende la bisectriz AD corta el circulo en el punto medio del arco BC.

e Se extienden los segmentos X D y Y D hasta tocar el circulo en X’ y Y. De-
mostrar que X'Y’ || BC.
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3.2.4 Soluci6én alternativa a partir de una idea y un dibujo de Jorge
Ortega

A

==
<

C

Figura 5: Soluciéon completada

Sean S y K los puntos sobre el circulo I' obtenidos de prolongar YD y XD,
respectivamente. Si se demuestra que SK es paralelo a BC', entonces se termina el
problema ya que ZXYD =/XYS=/XKS=/XDB. -

Sea M el punto de interseccion con I' de la bisectriz AD, entonces BM = MC.

Ahora el ASDK es semejante al AX DY asi que su altura se forma al reflejar la
recta AM por la bisectriz del angulo ZX DY (ya que AM es perpendicular a XY').
O sea que el angulo formado entre esta altura y AM es la diferencia entre los angulos
LADY y ZADX. Esta diferencia |[ZADY — ZADX]| es igual a:

|/MAY — ZMAX| = |/MM'Y — ZMM'X| = |ZCM'Y — Z/BM'X|,

en donde M’ es la antipodal de M.
Si esta diferencia es igual al angulo ZAMM' = ZAMO en donde O es el centro
de I, se tiene que BC es paralelo a SK y se termina la demostracion del problema.

Bajemos la altura desde A a BC' y sea H es el ortocentro del AABC, entonces
LJAMM' = Z/ZHAD = %LHAO = %MB — ZC|. Pero

1 1
S|4B — £C| = J|ZAMC — ZAMB|
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1
= SI(£OMY — ZBM'X) + (LAXY — LAY X))
1
= §|(ZCM’Y — /BM'X) + (90° — ZMAX — (90° — ZMAY)|

1
= SR(£CMY — ZBM'X)
= |ZADY — ZADX],

como queriamos.
Nota: A esta idea también se aprozimaron los estudiantes Manuel del Llano Toro
y Tomds Corredor

3.3 Problema 3

Sean S1, 99, 53 tres circulos concéntricos con radios 1,2 y 3 respectivamente y centro
en O. Sea P un punto sobre S; y Ay, As puntos sobre Sy, Sy respectivamente, tales
que PA;As es un tridangulo equilatero. Demostrar que la mediatriz del segmento que
une el circuncentro y el ortocentro del tridngulo OA;A; pasa por un punto fijo a
medida que cambia P.

3.3.1 Solucion oficial

Demostraremos que esta mediatriz pasa siempre por O.
Sea [ el lado del triangulo equilatero. Notese que :

Luego por el Teorema de Ptolomeo obtenemos que PA;O A, es un cuadrilatero con-
ciclico. Nétese ahora que ZA10A; = 120° y como OA; = 1y OAy = 2 concluimos
que a medida que P varia los tridngulos OA; Ay son todos congruentes entre si.

Sean O; y H el circuncirculo y el ortocentro, respectivamente, del triangulo
0OA;A;. Sea M el punto medio de A;A,. Es conocido que 20,M = OH. Ahora
como O; es el centro del equilatero PA;As se tiene que también es el gravicentro.
Entonces PO, = 20, M y como P pertence al circuncirculo del AOA; A, se concluye
que OO, = PO; = 20:M = OH y concluimos que O pertencece a la mediatriz de
O1H luego al variar P esta mediatriz siempre pasa por O y terminamos la demos-
tracion. [

Nota: Para todo P hay dos parejas de puntos que formal el tridAngulo equilatero. En
cualquier caso siempre se puede escoger una de las dos parejas para que al mover P
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el tridngulo OA; A,y rote con centro en O. Las dos parejas hacen referencia a reflejar
el triAngulo de modo que en efecto se tienen todos los triangulos O A; As cuyo vertice
con el angulo de 120° es O.

3.3.2 Solucién de Esteban Aparicio

Supongamos que estéa construido el tridngulo AP A; A,. Si hacemos una rotaciéon con
centro en Py angulo 60° que lleve a A; en A;, entonces el centro de los circulos O
se transforma en un punto O tal que OP = O'P y el tridngulo APOQO’ también es
equilatero.

Como OO" = OP = 3, entonces O’ esté sobre el mismo circulo que P. Ahora, la
imagen de A, bajo la rotacion es A; que estd a una distancia de 1 de O y una distancia
de 2 de O'. Es decir, esta sobre el segmento OO’. De donde, el angulo externo del
cuadrilatero A; PA>O es ZPA;0" que es igual a PA>O por definicion de la rotacion.
Es decir, el cuadrilatero A1 PA5O es circunscribible. Luego ZA10A; = 120°.

Figura 6: Solucion de E. Aparicio

Sea x la bisectriz externa del d4ngulo ZA;OA,. Hacemos una reflexion sobre x
y obtenemos el tridngulo AA|OA). Entonces cada uno de los triangulos A;0A) y
A0 A, son equilateros. También OA] esta sobre la extension de A;O y vice versa.
De donde la altura desde A; en el tridngulo A A;O A, es la misma altura del tridngulo
AA1OA]. Analogamente, la altura desde A, en el tridngulo AA;OA; es la misma
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altura del triAngulo AA;OA). Entonces el ortocentro H del triangulo AA;OA; es el
circuncentro C’ del triangulo A A OAS.

Pero H es la imagen del circuncentro C' del tridngulo AA;OA; (que es el mismo
del triangulo APA;As) por medio de la refleccion. De donde el punto O que esta
sobre el eje de refleccion, o sea que esté sobre la mediatriz de CH es fijo para cualquier
P.

3.3.3 Intentos de solucién

Hubo una solucién del estudiante Gregorio Salazar igual a la solucion oficial. Otras
personas notaron que podian construir nuevos triangulos a partir de rotaciones con
centros en O en donde el Gnico punto fijo que quedaba era O y por lo tanto deberia
ser el punto fijo.

3.4 Problema 4

Se presentan dos soluciones al problema.

3.4.1 Primera solucion

Sean X, Y, Z los puntos medios de los arcos BC', AC'y AB, respectivamente y M el
punto medio de BC. Demostraremos por el Teorema de Menelao sobre el tridngulo
MNL que Aq, By y C; son colineales.

Primero demostramos la siguiente afirmacion.

AKy, YZ y NL concurren: Sean Py () los cortes de las rectas BY y CZ con
NK respectivamente. Luego tenemos que BY y C'Z son bisectrices del tridngulo
ABC luego se cortan en I. Note se que :

LCQP =/QCB =/4ZCB =/ZZY P
Luego ZY QP es un cuadrilitero conciclico. Tambi’en:
/LBP=/PBC =/ZLPB

Luego AL = BL = PL de donde ZAPI = ZAPB = 90°. Entonces P pertenece
al circulo de diametro AI. Analogamente () pertenece a este circulo y tenemos que
A, Ky, P, I,(Q) pertenecen a un mismo circulo. Finalmente miramos los ejes radicales
entre el circulo del ZY PQ), el circulo de diametro Al y I', los cuales son AK;, PQ

y Y Z y por lo tanto concurren en A;. Analogamente ML y XZ se cortan en B; y
MN y XY cortan en Cf.
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Ahora sea O el centro de I'. Notese que ZL y YN se cortan en O. Luego pode-
mos usar el Teorema de Menelao en el triAngulo LON con la recta Y A;. De donde
obtenemos que:

OY NA, LZ :NAl_ﬂ
NY LA, 0OZ LA, LZ
LB

De manera analoga y teniendo cuidado con la orientacion se obtiene que =

MB;
LZ ., MC) _ MX
mx Y Noy = ny Y entonces

NA, LB, MC, NY LZ MX
LA, MB, NC, LZ MX NY

y por el Teorema de Menelao concluimos que Ay, B; y C] son colineales

1

Figura 7: Solucion 1

3.4.2 Segunda soluci6én

Sean X,Y, Z los puntos medios de los arcos BC , AC , ZE, respectivamente. De-
mostraremos que los triaAngulos AA; B1C; y AXY Z son proyectivos desde una recta
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y esta recta es la que pasa por Ay, By y Cs.

ANA1B1Cy y el AXY Z son proyectivos desde un punto: Note se que XA, Y B;
y ZC} son las mediatrices del tridngulo ABC' luego concurren. Luego por el Teorema
de Desargues ambos tridngulos son proyectivos desde una recta. Demostraremos que
los lados opuestos se cortan en As, Bo, C5 luego estos tres puntos son colineales.

AK1,YZ y B1Cy concurren: Sean Py () los cortes de las rectas BY y C'Z con
B, respectivamente. Luego tenemos que BY y C'Z son bisectrices del tridngulo
ABC luego se cortan en I. Note se que :

LCOQP =/QCB =/4ZCB =ZZYP
Luego ZY QP es un cuadrilatero conciclico. También:
/CyBP =/PBC = /ZC\PB

Luego AC); = BC; = PCy de donde LZAPI = ZAPB = 90°. Luego P pertenece
al circulo de diametro AI. Analogamente () pertenece a este circulo y tenemos que
A, Ky, P, I,(Q) pertenecen a un mismo circulo. Finalmente miramos los ejes radicales
entre el circulo del ZY PQ, el circulo de diametro Al y I', los cuales son AK;, PQ
y Y Z y por lo tanto concurren en A,. Analogamente A;C; y X Z se cortan en By y
A1B; y XY cortan en Cs. Luego estos tres puntos son colineales por el Teorema de
Desargues como queriamos. [

3.4.3 Intentos de solucién

Solo hubo una solucién del problema de Gregorio Salazar. Algo que més o menos
esperabamos pues se habia escogido para diferenciar a los estudiantes buenos. La
mayoria de los intentos fueron solamente expresar un Menelao con el tridngulo medial,
o bajar las perpendiculares a los lados desde el incentro I y mirar el circulo que se
forma con A, K, e I.

Un estudiante se dio cuenta que K, A era el eje radical de los dos circulos I' y el
circulo anterior. Esteban Aparicio se di6 cuenta que era verdad el problema entonces
el tridngulo formados por los segmentos K, A, K,B y K.C tenia que ser proyectivo
desde un punto con el tridngulo medial. Este estudiante comenz6 a trabajar el cicrulo
de didmetro I A pero no llegd més lejos.

Este problema fue creado para aprovechar una proyeccion que ya existia entre los
puntos medios Z, X y Y de los arcos AB, BC'y C'A, respectivamente, y el tridngulo
medial y dependia fuertemente del hecho que el tridngulo no fuera isésceles. La tinica
solucion de los estudiantes fue una muy hermosa por inversion.

31



ISSN: 2711-1792 (En linea) « Espacio Matematico Vol. 1 No. 1 (2020), pp.19-37

Figura 8: Solucion 2

3.4.4 Solucién de Gregorio Salazar

Ao, By, (5 son puntos sobre cada uno de los lados del AA;B;C,. Entonces basta

hacer Menelao
ACy B1Ay C1Bs

CoBy  A;C,  DBoA,
Sea A3 = AA; N BC. Siilarmente Bz y C3. Como C By || BC entonces

BlAQ . CAg
AC1 A3B°

—1.

De donde
Ang BlAQ ClBg . BCg CAg ABg

CyB; A;C1l ByA;  C3A A3B BsC’
Falta demostrar que As, B3, C3 son colineales.
Sean D, E, F los pies de las perpendiculares desde I a BC, AC, AB, respectiva-
mente, ID = IF = IE = r, el inradio. De donde A, K4, F, I, E son conciclicos sobre
un circulo €24. Definimos de la misma manera Qg v (2¢. Invertamos sobre el inciculo.
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D, E, I se mantienen fijos. 4, Qg v Q¢ se transforman en EF, FD yv DFE, respec-
tivamente. A’ = EF N Al es la imagen de A bajo la inversion y es perpendicular a
DE lo cual lo hace su punto medio. I' se transforma en el circuncirculo de A’B'C" o
el circulo de los 9 puntos de ADEF. Como K4 esté sobre I' y se transforma sobre
EF y el circulo de los 9 puntos de DEF', debe ser el pie de la altura desde D a FF'.

Ahora, BC pasa a ser un circulo tangente al circulo de inversiéon que pasa por [
y por D y tiene diametro ID. Ademas AK 4 se transforma en un circulo que pasa
por A, K’y e I. De donde A es el otro punto de interseccin de estos dos circulos.

Queremos demostrar que I, A}, B, C4 son conciclicos. Ahora ZIALD = 90° =
LIALK!), = ZITA'K), de donde D, Ay y K; son colineales. Sea H' el ortocentro de
DEF entonces ZIASH = 90° de donde Aj esta sobre el circuncirculo de didmetro
ITH'. Lo mismo sucede con B y C%. Que era lo que querfamos demostar. [J

Figura 9: Soluciéon de G. Salazar

4 La venganza Olimpica

La venganza olimpica es un invento de los estudiantes de Brasil quienes sintieron
que era justo que si los profesores o entrenadores les ponfan problemas para resolver
en poco tiempo, entonces los profesores también deberian poder o tener que resolver
problemas en poco tiempo. El conjunto de los problemas que resuelven los profesores
se llaman la venganza olimpica y son escogidos por los estudiantes.
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Este ano aqui en Colombia tuvimos nuestra primera venganza olimpica. En el
primer examen el problema de geometria fue:

Dados los puntos A, B,C, 1, K4 y el circulo I' definidos en el problema anterior
(en realidad K no se definid sino como la interseccion de T' y Q, el circulo con
digmetro AI). Sean D el pie de la perpendicular a BC desde I y J el punto de
interseccion de Al con el circulo I'. Demostrar que K4, D y J son colineales.

Solucién.

Como K4 estéa sobre el circuncirculo y J es el punto medio del arco BC', lo que
queremos demostrar es que KD es la bisectriz del angulo BK,C'. Es decir, por el
Teorema de la bisectriz, que

KB BD
K.C  BC’

Sabemos que BD = BF y CD = C'E porque son tangentes al incirculo. Entonces
queremos demostrar que

KaB  KaC

BF  CE’
Lo cual, dado que ZK,BF = ZK,CFE por inscribir en el circuncirculo el arco K4 A,
es lo mismo que decir que los tridngulos K4 BF' y K ,C'E son semejantes. Pero esto es
claro ya que el complemeto de los angulos /BFK 4y ZCFEK 4 determinan el mismo
arco AK 4 en el circulo de didmetro Al.

Solucién de Maria usando la inversiéon de Gregorio, la anti-venganza.

De nuevo usaremos la inversion de Gregorio con centro en [ para transformar
estos puntos que deben ser colineales en puntos conciclicos con 1.

Si invertimos en el circulo de centro I y didmetro I D entonces los pies de las
perpendiculares desde I hasta AB y AC, llamémoslos F' y FE, respectivamente, que
estan sobre 2, el circulo de diAmetro AI, y también sobre el circulo de inversion, se
mantienen fijos. Es decir, el cfculo €2 se transforma en la recta FF como vimos en
la soluciéon de Gregorio. Es mas, también ahi se comenta que A se transforma en el
punto medio A’ de EF y K4 se transforma en K el pie de la perpendicular desde D
(también un punto fijo) a EF.

Esto tdltimo es debido a que A, B, C'y K 4 que estan sobre I' van a transformarse
sobre un circulo I'" que pasa por los puntos medios de los lados del trisngulo ADEF,
que es su circulo de los 9 puntos, y el tinico otro punto de este circulo sobre el segmento
EF es K, el pie de la altura desde D.

Miremos mejor este circulo de los 9 puntos IV de DEF. I es el circuncentro de
DEF por lo tanto el centro de I esta a igual distancia de I que del ortocentro H de
DEF. Ademas DH = 21 A’ y son paralelos, asi que el otro de los 9 puntos L sobre
I que esta sobre la altura DK es tal que DL = I A’ y son paralelos.
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Figura 10: Soluciéon de Maria

Ahora veamos donde se transforma el punto J. Como J esta sobre Al que pasa
por el centro de inversion I, su imagen se transforma en un punto J’ también sobre
Al que es igual que A’'I. Es decir, J' estd sobre la mediatriz de EF. También por
estar J sobre I" entonces J’ esté sobre . Ahora como HK || A'I y el centro de I" estéa
sobre la mediatriz de K'A’, entonces J'L || KA'. Es mas J'LK A’ es un rectangulo.

Solo queda notar que DK I.J' es un trapecio isésceles y por ende circunscribible.
Para eso notemos que los triangulos AKA'l y AJ'LD son congruentes pues tienen
dos de sus lados paralelos e iguales. De donde en particular K1 = J'D y siendo que
DK || IJ', DK1J' es un trapecio isosceles.

5 Conclusiones

En olimpiadas no solamente esperamos encontrar soluciones de problemas y calificar-
los, sino tenemos que hacer la tarea de completar los intentos de solucién para poder
tener una idea de cuanto puntaje otorgar a una buena idea que no fue desarrollada
hasta el final.

En este articulo se presenta un ejemplo de ello que permite que la autora también
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Figura 11: Solucion de Maria

contribuya al articulo matematicamente.

Es una idea jueguetona de los estudiantes preparar una venganza olimpica. Pero el
sentido detras es importante: mantener competitivos y corrientes a los entrenadores.
Para la autora fue un placer poder resolver su venganza con un método de solucion
utilizado genialmente por un alumno en la olimpiada. Es un excelente ejemplo de
como la matematica se distingue del arte cuando el que lo aprecia tiene que también
trabajarla ademés de asimilarla para llegar a su profundidad.
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