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Funciones sobre los enteros y saltamontes
Adéan Medrano Martin del Campo

Resumen

En este articulo se presentan dos problemas que involucran funciones defi-
nidas sobre los enteros positivos. Cada problema puede ser interpretado como
una sucesion de saltos de un saltamontes.

Palabras y frases clave: Funcion, Funcion discreta, Enteros, Residuos,
Sucesion, Descenso, Induccion.

Functions over the integers and grasshoppers

Abstract

In this paper two problems about functions defined over the positive integers
are presented. Each problem can be interpreted as a sequence of jumps of a
grasshopper.

Key words and phrases: Function, Discrete function, Integers, Residues,
Sequence, Descend, Induction.

1 Introduccion

Las ecuaciones funcionales y problemas de funciones en general son una tendencia
actual en las olimpiadas de matematicas. Una manifestacion de esto es la cantidad
de problemas de este estilo que han aparecido en las recientes IMO (International
Mathematical Olympiad). Por esta razon es importante pasar una cantidad conside-
rable de tiempo jugando con las ideas que conllevan las soluciones de estos problemas,
pues estas son muy variadas.

En este articulo hablaremos de un tipo particular de funciones: aquellas definidas
sobre los enteros positivos. Estas funciones son discretas, pues su dominio lo es, y
por lo tanto las técnicas de resolucién que uno emplea difieren de las técnicas usadas
en otros dominios, como los son los nameros reales o racionales. En particular, los
problemas de los cuales hablaremos tienen cierta relaciéon con ideas proviniendo de
teoria de niimeros.

El primer problema del cual hablaremos aparecié en la Olimpiada Mexicana de
Matematicas (OMM) de 2019 como problema 5. Este no habla propiamente sobre
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una funcion, si no de un saltamontes. Sin embargo, la idea detrés de la solucion puede
ser formalizada de manera simple construyendo una funcion apropiada. El segundo
problema cae en la categoria opuesta: se habla de una funcién, pero le daremos
una interpretacion usando un saltamontes. Este problema aparecié en el examen de
seleccion de equipo (TST) de Rumania para la IMO de 2019.

2 Problemas

Procedamos a los enunciados de los dos problemas de los que hablaremos.

Problema 1 (OMM 2019, P5). Sean a > b dos niimeros enteros positivos, primos
relativos entre si. En un camino recto, en el cual estd marcado cada centimetro n,
para todo entero n, un saltamontes hara algunos saltos comenzando en la marca de
0 cm y siguiendo las siguientes reglas:

e Cuando cierto minuto sea miltiplo de a y no maltiplo de b, saltara a centimetros
hacia adelante.

e Cuando cierto minuto sea multiplo de b y no miltiplo de a, saltard b centimetros
hacia atras.

e Cuando cierto minuto sea miltiplo de a y miltiplo de b, saltard a—b centimetros
hacia adelante.

e Cuando un minuto no es miltiplo de a ni de b, el saltamontes no se mueve del
lugar en el que esta.

Determina todas las marcas a las que puede llegar el saltamontes.

Sin hablar sobre la solucién a dicho problema, el enunciado puede traducirse al
siguiente problema equivalente:

Problema 1°. Sean a > b enteros primos positivos primos relativos entre si y sea
f N — Z la funcion dada por

fi=alz] -5[3].

Determina la imagen de f.

Uno puede jugar un poco con la funcién definida arriba, y llegar a la respuesta usando
propiedades de dicha funcion. El objetivo de mostrarles este enunciado equivalente, es
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que muchas veces ciertos problemas que hablan de ciertos procesos pueden describirse
(y resolverse) en términos de funciones construidas apropiadamente.

El segundo problema que resolveremos cae en la categoria opuesta, pues es un
problema sobre una funcion, al cual se le puede dar una interpretacion de los saltos
de un saltamontes.

Problema 2 (Romania TST 2019, P3): Sean a < b < ¢ enteros positivos y sea
f N — N una funciéon dada por

n—a n>c
Jm = {f(f(n+b)) n<e

Determina la cantidad de enteros positivos n tales que f(n) = n.

En este momento, no parece que este problema tenga que ver con un saltamontes.
Sin embargo, miremos la siguiente interpretacion:

Problema 2’: Sean a < b < ¢ enteros positivos. Un saltamontes se encuentra sobre
un entero n > 0 en la recta real positiva, donde hay pasto en los enteros positivos
menores o iguales que ¢, y lava en los enteros mayores a c. Inicialmente, el saltamontes
tiene una vida, y mientras el saltamontes tenga al menos una vida, se dispondré a
saltar de la siguiente manera:

e Si el saltamontes se encuentra en el pasto, el saltamontes gana una vida y salta
b enteros hacia adelante.

e Si el saltamontes se encuentra en la lava, el saltamontes pierde una vida y salta
a enteros hacia atras.

Cuando el saltamontes tiene 0 vidas, este muere y deja de moverse. Determina todas
las posiciones iniciales del saltamontes tal que el saltamontes morira en su posiciéon
inicial.

En la figura [2 podemos observar una ilustracion de la situacion anterior, cortesia de
Leonardo Ignacio Martinez Sandoval.

3 Soluciones

Ahora procedamos a resolver el primer problema
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Figura 1: Ilustracion sel segundo problema interpretado con saltamontes

Solucion al problema 1. Notemos que al dividir n entre a y entre b, obtenemos

n
n:aLEJera
Y n
n:b{EJ—I—rb
donde
0<r, <a-—1
y

OST‘bSb—l

son precisamente los residuos que resultan de la division. Notemos entonces que
n n
o[2] s
fn)=a LLJ b
= (=t [5]) - (n=alZ))
=Ty —Ta

por lo que f(n) simplemente depende de la diferencia entre 7, y r,. Por el Teorema
Chino del Residuo, o simplemente mirando exclusivamente a los multiplos de a y de
b entre 1 y ab, aparecen como diferencia todos los posibles enteros en el intervalo

[—a+1,b0—1]
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lo cual compone la imagen de f, que es lo que buscabamos. O

Mirar los residuos fue clave en este problema. En particular, no lo usamos en
nuestra solucion, pero f resulta ser una funcién periddica, con periodo ab. Esto es
gracias a que a y b son primos relativos, y por lo tanto cada pareja de residuos r,, 7y
se repiten exactamente cada ab enteros.

La periodicidad sera una propiedad clave en la solucion del segundo problema. Co-
menzamos mostrando una exploraciéon del problema.

Solucidn al problema 2. Los puntos n tales que f(n) = n son llamados puntos fijos.
En la formulacién como problema de saltamontes, corresponden a que el saltamontes
muera justo donde empezo6: muera es que ya no haya f, empieza con una vida, osea
una f. Comenzaremos con este pequeno lema.

Lema 1. 5in > ¢, entonces n no es un punto fijo de f.
Demostracion. Notemos que si n > ¢, entonces
f(n)=n—a#n.
m

Esto nos dice que los puntos fijos son menores o iguales que c. Ahora, notemos
que (recordemos que a < b < ¢)

fle) = f(f(c+D))
:f(c+b—a)zc+b—2a

y esto nos lleva a considerar que nimeros cercanos a c¢, dentro de un intervalo de
tamano b — a, tendran un valor similar. En efecto, si 0 < r < b — a entonces

fle=r)=[f(fle=7r+b))
= flc—=r+b—a)
=c—1r+b-—2a.

Ahora, veamos que restando b — a a ¢, perdemos este patron, pues

fle=b+a)=f(f(c+a))
= f(c)
=c+b-—2a
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jHemos regresado a un valor ya conocido! Esto nos lleva a la hipétesis de que f es
periddica con periodo b—a en el intervalo [1, ¢]. La manera de enunciar formalmente
las observaciones anteriores es, por ejemplo, via el siguiente lema:

Lema 2. Sea n = ¢ —r — k(b — a) un entero positivo menor o igual que ¢ donde
E>0y0<r<b—a. Entonces

f(n)=c—r+b—2a.

Demostracion. Procederemos por descenso en los enteros positivos. Construiremos
una secuencia de valores iguales, con distinta cantidad de f’s compuestas, de la
sigulente manera: comenzamos con

zp=n=c—r—Fk(b—a)

y definimos
Zi—a Zz;y>cC

it =
z+b z<c

para todo i > 0. Ademas, escribiremos
zi=c—r—yb+xa
donde zy = yo = k, y ambas secuencias {z;} y {y;} decrecen, definiendo

r,—1 z>c

Tir1 =
‘ T; z<c
y
Y; Zi > C
Yi+1 =
Z yi—1 z <c

Habiendo definido esto, tenemos que

fln) = fHHem(z)

para todo ¢ > 0. Observemos que si y; = —1 entonces z; = c—1r + b+ x;a > c si se
cumple que z; > —1. Méas aiin, observemos el siguiente lema:

Lema 3. Para todo i > 0, tenemos que y; > 0 implica que ;11 < x;41.
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Demostracion. Procedemos por inducciéon. Para ¢ = 0 esto es claro, pues
n=k—1<k=ux.

Ahora, supongamos que x; > y; > 0. Si z; > y; entonces

Tiy1 2 — 12y 2 Yia.
Si x; = y; entonces tenemos que

zi=c—r—y(b—a)<c
por lo que z;,1 = z; + b y esto implica que

Tipy1 =2 > Yi — 1 = Yig1.

O]

Hemos probado pues que las secuencias {x;} y {y;} decrecen, y mientras y; > 0,
tendremos que z;11 > y;1+1. La clave ahora es notar la existencia de la menor m tal
que y,, = —1, donde es claro que y,,_1 = 0. Si m = 1 entonces yog = 9 = k = 0,
y va hemos cubierto ese caso arriba, asi que asumiremos que m > 1. Tenemos que
Ym—2 > 0 por lo que, por el lema 3,

Tm-1 2 Ym-1 =10
y como ¥, = Ym_1 — 1 entonces x,, = x,,_1 > 0. Esto implica que

Zm=C—71T+b+ a0
>c—r+b

>c
por lo que para todo j > m se tiene que ;41 = x; — 1

Zmtan41 =C—T+b—a

y tenemos que Ypm+z, +1 = Tmta,+1 = —1, lo que muestra que
f(n) = f(Zmiamt1)
= flc—=r+b—a)
=c—7r+b—2a.
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Hemos mostrado la periodicidad de f. Falta inicamente usar esto para hacer una
conclusion sobre los puntos fijos. Notemos que los tnicos valores de f en el dominio
[1,c] son ¢ —r +b— 2a para 0 < r < b — a, asi que solo estos valores pueden ser
puntos fijos de f. De hecho, cada uno de esos valores es un punto fijo si y solo si
podemos encontrar una k > 0 tal que

c—r—klb—a)=c—r+b—2a

lo cual sucede si y solo si (k+1)(b—a) = a, o bien justo cuando b — a | a, por lo que
si b — a divide a a, todos nuestros b — a valores son puntos fijos, y si b — a no divide
a a, ningtn valor es un punto fijo. Hemos concluido entonces. O
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