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Fracciones continuas
Una aproximacion didactica desde el bachillerato

Javier M. Zarinan, Roberto Albino y Miguel A. Rivera

Resumen

Este articulo es una propuesta didéctica para la ensefianza y difusion de
las fracciones continuas en el nivel medio superior, una herramienta im-
portante que permite un mejor analisis de las propiedades intrinsecas de
los numeros reales. Se presentan métodos algebraicos, geométricos y
diagramaticos (arbol de Farey) para obtener la fraccion continua de un
numero racional, asi como sus fracciones convergentes para su aproxi-
macion, ambas con la mayor exactitud posible. Asi mismo, se mostraran
algunas propiedades basicas de esta representacion.

Palabras y frases clave: fracciones continuas, recursividad, proporcion
atrea, algoritmo de Euclides, maximo comun divisor, arbol de Farey,
fraccion mediante.

Continued fractions

A didactic approach the high school level

Abstract

This article is a didactic proposal for a better and extensive teaching of
continued fractions at high school level; an important tool that allows
a greater analysis of the properties of real numbers. Algebraic, geome-
tric and diagrammatic (Farey tree) methods are presented to obtain the
continued fraction of a rational number, as well as its convergent frac-
tions for its approximation, both with the best possible accuracy. Also,
some basic properties of this representation will be shown.

Key words and phrases: continued fractions, recursivity, golden ratio,
Euclid's algorithm, greatest common divisor, Farey's tree, mediant frac-
tion.
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No hay rama de la matemaética, por abstracta que sea,
que no pueda aplicarse algun dia a los fenémenos del mundo real
Lobachevski.

1. Introduccion

En las escuelas de nivel medio superior se imparte la materia de calculo diferen-
cial e integral en donde, por primera vez, se estudia el concepto de sucesion de nime-
ros y su convergencia o no convergencia hacia un nimero dado o hacia el infinito.
Después, se pasa al concepto de limite de una funcion y se estudia como el proceso al
limite permite determinar cual es el valor numérico del limite de la funcion (si existe)

cuando su variable independiente se aproxima a un niamero real predefinido.

Sin embargo, la palabra "aproximar" es poco entendida, analizada y estudiada,
permitiendo asignarle diversos significados, incluidos los no matematicos. El tema de
las fracciones continuas tiene un especial encanto al explicar y, en cierta forma defi-
nir, qué se entiende por aproximacion de un niamero a otro, o qué tan proximo (o cer-
cano) estdn dos nimeros reales y, en los problemas mas practicos encontrar o calcular
un namero de la misma naturaleza, mas simple y suficientemente proximo a un

numero especifico.

Quizas la aproximacion mas famosa en los inicios de la matematica griega fue la
que encontro el gran fisico matematico Arquimedes (287 A.C.), quien calcul6, consi-
derando el area de poligonos inscritos y circunscritos al circulo, la siguiente acotacion
para 1T

5 10 5 1
+— < W <3+
71 7
Como el concepto de aproximacion en matematicas es muy general, aqui nos

ocuparemos de la aproximacion y uso de niameros reales.

En este sentido nos interesa la situacion de un nimero real r en el intervalo de
nameros consecutivos [n — 1,n], y de todas las fracciones p/q en dicho intervalo que
estén lo mas proximas al nimero r. Para ello, y para apreciar la complejidad de dicha
fraccion, el tema de la proximidad recae mas en los denominadores que en sus nume-
radores, refrendando la importancia de la naturaleza aritmética de una fraccion mas

que en su propia magnitud.
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La representacion matematica de la proximidad de la fraccion p/g respecto al
numero res el valor absoluto de su diferencia:

r——

| p
q
Con lo anterior se puede formular el concepto de aproximacién a un numero real
como sigue (Beskin, 1987): “Dar la expresion aproximada de un numero real » en

forma de una fraccion con denominador g significa hallar entre todas las fracciones

con el denominador ¢ la mas proxima al nimero »” (p.11).

En la antigua Grecia el matematico Euclides (330 A.C.) desarroll6 un compendio
de la matematica de su tiempo en los libros los Elementos, donde se aprecia un pro-
cedimiento particular que hasta hoy se sigue usando en la ensefianza de la matemati-
ca, llamado el “algoritmo de la divisién de Euclides”, algoritmo que permite determi-
nar el maximo comun divisor de dos niumeros naturales por medio de divisiones suce-
sivas. Este procedimiento, se piensa, lo utilizdo Euclides para encontrar las fracciones
lo mas equivalentes posibles a los numeros reales, pero no hay evidencia de que utili-

zara fracciones continuas como tales (Jones & Trhon, 1984).

Euclides no conocia los nimeros decimales, sin embargo, hoy dia la representa-
cion decimal de los numeros reales tiene la desventaja de utilizar un niimero grande
de digitos, en especial para los numeros irracionales (decimales infinitos no periddi-
cos). En este sentido, las fracciones continuas permiten calcular una representacion
fraccionaria “equivalente” de los nimeros reales, elegante, manejable y principalmen-

te precisa (Vargas & Pérez, 2014)

Se describe un procedimiento sencillo y rapido de aplicar utilizando los llamados
diagramas de Farey para obtener la fraccion continua equivalente a un numero real

con la mejor aproximacion posible.

En forma paralela se explicard como se puede obtener la fraccion continua del
namero V2 por medios puramente geométricos.

Lo anterior nos permite tener mas elementos de analisis y de célculo para enten-

der y analizar mejor el significado y la importancia del estudio de las fracciones con-

tinuas en cualquier carrera técnica o profesional.
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2. Referente historico de las fracciones continuas

Los conceptos matematicos que actualmente utilizamos provienen de un proceso
lento en el tiempo creado por personajes que poco a poco le van dan forma y estructu-
ra a una idea. En ese sentido se encuentra una “primera” referencia al uso de las frac-
ciones continuas en las obras del matematico indio Aryabhata (476-550 DC), donde
se muestran los primeros intentos para solucionar una ecuacion lineal indeterminada
de la forma ax + by = c, cona, b y c enteros conocidos, llamada ecuacion

Diofantica, debida a Diofanto de Alejandria (s. I1I) (Olds, 1963).

Brahmagupta (598-668), otro matematico indio, escribié Brahmasphutasiddhan-
ta, una obra que incluia avances en algebra y aritmética. En sus estudios contintia con
el trabajo de Aryabhata profundizando en la resolucion de ecuaciones diofanticas en-
teras con métodos mas sistematicos, utilizando las fracciones continuas (Majumdar,

1981).

En su libro Liber Abaci, Leonardo de Pisa, mas conocido como Fibonacci (1170-
1240), aborda el tema de la resolucion de fracciones por medio de fracciones unitarias
(Burton, 1980), donde se introduce una clase especial de fracciones denominadas

“fracciones continuas”. Fibonacci inicialmente las escribe como:

n
1352

3

A 1 1
~31 34 Pa.1-5

Actualmente se reconoce que la teoria moderna de las fracciones continuas co-
menzo con los escritos de Rafael Bombelli (1526-1572), nativo de Bolonia, Italia,
quien muestra en su tratado de algebra un capitulo sobre las raices cuadradas repre-

sentadas por fracciones continuas.

Posteriormente, las fracciones continuas fueron investigadas por el matematico-
Prietro Cataldi (1548-1626), nacido en Bolonia, Italia, donde su principal interés y es-

tudio eran los numeros perfectos. En el afio 1613, Cataldi encontré aproximaciones
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para las raices cuadradas de niimeros utilizando fracciones continuas, sin realizar una

investigacion detallada de éstas (Murillo, 2015).

Las fracciones continuas desde que se formalizaron han sido estudiadas y des-
arrolladas desde diferentes enfoques. Uno de ellos, aparte del algebraico, es desde el
punto de vista del célculo, donde John Wallis (1616-1703) empieza a vislumbrar, por
ejemplo, que un niimero irracional no algebraico (aquel que no es solucion de ningu-
na ecuacion polindmica con coeficientes racionales) también tiene una representacion

en fraccion continua (Recalde & Vargas, 2013).

Un siglo mas tarde Euler (1707-1783), Lambert (1728-1777) y Lagrange (1736-
1813), establecen definitivamente sus fundamentos teoricos (Redondo Buitrago &

Haro Delicado, 2005).

El campo de aplicaciones de las fracciones continuas es actualmente muy amplio
y en desarrollo. Se ha encontrado su utilidad en areas como: andlisis numérico (algo-
ritmos), teoria de numeros, fisica matematica (teoria cudntica), estadistica y probabi-

lidad (distribucion de probabilidad), etc.

3. Fracciones continuas simples finitas e infinitas

Después de un proceso evolutivo, la notacion actual para representar a una

fraccion continua simple o regular es la siguiente:

1
as +—

donde el término a, (positivo, negativo ocero), representa la parte entera de la
fraccion, y los elementos a4, a,, as, ... seran enteros positivos a quienes llamaremos
los cocientes parciales de la fraccion continua. El niimero de elementos puede ser
finito o infinito. Para el caso finito la llamaremos una fraccién continua finita de

orden n. Para el segundo caso la llamaremos una fraccion continua infinita.

Cada fraccion continua finita es el resultado de un numero finito de operaciones
racionales sobre sus elementos, y si todos los elementos son numeros racionales, la
fraccion misma representard a un nimero racional. Para el caso de una fraccion

9
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continua infinita se ha demostradoque siempre representara a un ntimero irracional

(Villacampa, 2019).

Observe que la notacion inicial de una fraccion continua es dificil de manejar,
especialmente si es infinita, por lo que se ha disefiado una notacion mas corta y
elegante que, al mismo tiempo, representa su propio desarrollo. Se ha convenido en

escribir a una fraccion continua con la notacion:
[ﬂq}, ay, dsz, dy, "':|

Donde a, representa a la parte entera del nimero que siempre sera separado por
punto y coma. Los siguientes elementos a,,a,,a; representaran sus cocientes
parciales. Con lo anterior se ejemplifica, con sus dos notaciones, auna fraccion

continua finita,ecuacion(3.1):

= =2+ ! =[2;3,4,2]
29 T - (3.1)
A5
y una fraccion continua infinita, ecuacion (3.2):
v2=1+ — =[1222,.]
2l (3.2)
b

Aprovechando el ejemplo anterior, si los elementos de los cocientes parciales,
llamados también los indices de la fraccion, son iguales e infinitos, en este caso el 2,
la llamaremos fraccion continua periodica, con periodo 2, indicando a este Gltimo
con una barra superior sobre el elemento repetitivo. De esta forma V2 quedaria

representado como:
JE=T11; 2.2.2, .. 1=[1: 7

Cabe senalar que a las fracciones continuas como 2 + V7 = [4; 1,1,1], donde el
periodo incluye a la parte entera de la fraccion,se les denomina fracciones continuas

periodicas puras.

10
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4. Avances e importancia de las fracciones continuas

Uno de los elementos interesantes en el desarrollo y estudio de las fracciones

continuas es el denominado arbol de Farey, conocido también como arbol de Stern-

Brocot. Este diagrama puede proporcionarnos datos interesantes de una fraccion

continua, a saber: el calcular las fracciones parciales rapidamente, el determinar sus

convergentes, de sus recorridos y como obtener su expansion compacta y extendida.

Tiene un parecido con el triangulo de Pascal, en el sentido de que si se requiere una

expansion mayor en particular, se deberan desarrollar sus renglones anteriores.

Existen mas algoritmos para desarrollar una fraccion continua (Miklosko, 1977),

donde se compara su proceso y eficiencia entre si, mostrando el tipo de operaciones y

cuantos calculos deben hacerse para obtener el n-simo término de una fraccion

continua.

Por tltimo, la importancia de las fracciones continuas no es casual, ya que se han

encontrado muchas situaciones donde €stas juegan un papel importante. Por ejemplo:

el combinar fracciones continuas con los conceptos de proporcion durea y nimeros de

Fibonacci, la ecuacion de Pell, engranajes y periodos de revolucion de planetas, entre

otros (Lopez Villanueva, 2019).

Las fracciones continuas simples se han estudiado en ecuaciones matematicas,

como en la solucion de la Ecuacion Diofantina lineal y en la congruencia ax

b (mo6d m). De igual forma se definen la suma y la resta de las fracciones continuas

simples (Mugassabi & Mistiri, 2015).

Por lo anterior, es necesario que se inicie el estudio de las fracciones continuas en

el nivel medio superior, donde la habilidad aritmética y algebraica del estudiante esta

mas madura y donde puede mostrarse la belleza de las fracciones continuas y, a la

vez, de la matematica en general.

5. La fraccion continua mas simple

A manera de incentivar la curiosidad del estudiante, se podria preguntar qué

numero representa la pintoresca fraccion continua periddica formada por s6lo unos:

11
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1
1
i e
If—75
1+=—

y=1+

Observe que cada nivel (o escalon) que se va generando en la fraccion continua
se tiene otra fraccion continua con la misma estructura que la fraccion original, y
como es impractico manejar los periodos infinitos, la estrategia es sustituir la segunda
fraccion infinita (en rojo) por la misma variable y (de manera recursiva), esto queda

como:

T y (5.2)

La expresion resultante de la ecuacion 5.2 es:

R (5.3)
:}i’
Igualando a cero queda:
yi—-y—-1=0

Aplicando la formula general de segundo grado a la ecuacion anterior, tenemos:

1R J1—4(1)(-1) 1445
B 2(1) g

¥

Seleccionando el valor positivo de la raiz obtenemos el nimero:

1++5
= \/_= 1.618 ..

Y1

Esta expresion se conoce como proporcion durea, numero aureoo nimero de oro
denotado por la letra griega phi: ¢ = 1.61803398875 ... De lo anterior tenemos lo

siguiente:

12
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1++/5 1 _
= =1+———=[1;11,1..]1=[1;1]
7 1
Tick———
1

1+
1+=

1-V5 . . . . . L
El valory, = — al ser negativo, no tiene un sentido geometrico de distancia ni

de proporcionalidad valido como su conjugado.

6. Obtencion de una fraccion continua finita

El algoritmo de Euclides es utilizado para construir la fraccion continua de un
numero real, en particular, el de una fraccion propia o impropia. Este proceso se
realiza con divisiones sucesivas entre los cocientes y sus residuos que surgen al hacer
la divison de la fraccién en cuestion, como lo indica el algoritmo, pero la novedad
estriba en que la fraccion propia resultante se invierte multiplicativamente para
obtener una fraccién impropia y poder obtener de su division un nuevo entero y una
nueva fraccion propia. Si este procesose repite sucesivamente, se ird construyendo la

fraccion continua correspondiente (finita o infinita).

Para expicar el proceso anterior se obtendrd la fraccion continua finita del cociente

128/37 (Cuadro 6.1).

13
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Algoritmo de

Generacion de

Fraccion continua

7. Fracciones continuas y la geometria

Euclides fracciones mixtas
Fraccion
128
Inicial —
37
Divisiones
1a division | 128 =37 x3+17 128 128 1
37 37 a7 TTEY
17
128 1
2a divisié 37=17x2+3 37 g 37 St 1
a daivision = — i L
17 17 i/
3
128 - 1
a7 1
3adivision | 17=3x5+2 U2, apper 2 2 +—
3 5+
2
128 » |
4a divisio Bt 5 g 3 1 37 2+ i
e g B _l_ —_
a division X1+ > 3 5+ T
2
1
128 G 1
2 0 37
5a division 2=1%x2+0 i P 2+ 1
1 1 5+——
+2
CUADRO 6.1

Las fracciones continuas nacieron inicialmente de un proceso aritmético

utilizando el algoritmo de la divisiéon de Euclides. Sin embargo, también es posible

obtener fracciones continuas de un nimero real utilizando elementos de la geometria

clasica Euclidiana.

El siguiente ejemplo muestra como el paraddjico numero V2 de Pitagoras, que

surge historicamente de la diagonal de un cuadrado, se puede representar en forma de

14
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una fraccién continua con base en las propiedades geométricas conjuntas entre un

cuadrado y una semicircunferencia (Moore, 1964).

Considere un cuadrado de lado AB de longitud la unidad con wuna

semicircunferencia con centro en el vértice C y didmetro sobre la diagonal extendida

(Fig. 7.1)

P \-\ E
s ~
e
s
7/
/
/
/
7
!
!
I
I 1 c
\
\
Y V2
\\ 1
\
N
D »
A B
Figura 7.1

Por el teorema de Pitagoras, la diagonal del cuadrado mide:

AC =./AB2 + BC2 =2

La teoria de fracciones continuas requiere expresar al numero V2 en forma
defraccion. Para ello se utiliza la diagonal del cuadrado, como lo hizo Pitagoras, para
representar graficamente dicha longitud. En este caso formamos con la hipotenusa y

el cateto AB la fraccion:

V7=

=S
2|
SSTR

De la figura, debemos representara dicha fracciéon con un entero y su parte

decimal. Obsérvese que por construccion se tiene que el radio de la circunferencia es:

DC=BC=AB=1

15



ISSN: 2711--1792 (En linea) * Espacio Matematico Vol. 4 No. 1/2 (2023), pp. 5-25.

asi:
AC _DC+AD AB+AD _  AD

ﬁ:E AB AB 4B

De la figura se observa que DA<BC lo que implica que AD/BC es una fraccion

propia y, por construccion, se sustituye dicha fraccion por su inversa multiplicativa,

obteniendo:
AD 1
\/E=1+E=1+@ (71)
AD

En figura 7.1 los triangulos ADB y ABE son semejantes, cumpliéndose la proporcion:

AB. AE (1.2)
AD AB
Sustituyendo la expresion (7.2) en la (7.1) tenemos:
R T TR |
V2—1+E—1+E—1+E (73)
AD AB
Como DC = AB (el radio) tenemos:
DE =2DC =2AB
Entonces AE queda como:
AE = AD + DE = AD + 2AB (7.4)
Sustituyendo (7.4) en la expresion (7.3) se tiene:
[2=1+ L—d + B + ! 1+ !
Ve= 1T AE = *TAD + 248 _ AD 1 7.5
4B —AB LR 2+7p (7-3)
AD
Nuevamente se repite la fraccion:

AB AE AD
ol O LB, O sl 7.6
AD AB o AB (7.6)

Sustituyendo la expresion (7.6) en la Gltima fraccion de (7.5) obtenemos:
— 1 1 1 1
VZ=1+ Tl —— = =l 7
2+ A8 2 +7AD 2+ 1 2+ 1
AD AB

16
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Se observa que de forma recursiva reaparece la expresion (7.6) en la nueva frac-
cion de la ecuacion (7.7), indicando que dicha fraccion continua es simple, infinita y

periddica, y aunado a lo mencionado anteriormente (Pag. 4), se demuestra ademas

que V2 es irracional.

8. El Arbol de Farey o Arbol de Stern-Brocot

John Farey (1766-1826) fue un geodlogo y escritor inglés, nacido en Woburn,
Bedfordshire. Su nombre es conocido por desarrollar la sucesion de Farey, la cual
surgié de sus investigaciones en las matematicas del sonido. Posteriormente el cono-
cido arbol de Farey fue descubierto independientemente por Moritz Stern (1858) y
Achille Brocot (1861), con base en la sucesion de Farey, que en teoria de numeros se

le conoce como drbol de Stern-Brocot.

El arbol de Farey (Sola-Soler, 2014) es un método grafico que permite calcular y

ordenar todos los elementos que conforman la fraccion continua de un numero real.

17
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0
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e T 1
[ = |
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1 1.2
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M/ 4\ NS (i /5% | 4\ 1,3
\ b I \\
X % A\ X
1 2 3 ' 3 4 5] 5 4
5 7 2\ 8 7\ 7 O\ 8 | 7 ™\ 5
[ o] |\ [1ID1] [1IDD] ppo] |\ [piD] | (DD |\ [IDDD]
[4,1] ‘ [3,1,1] | 2,1,1,1] | [2,2,1] | [1,1;2,1] | [1,1,1,1,1], | [1:2,1,1] [ [1:3,1]
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(1) [111D1] [11DI1] [11DDI] [IDI1I1] [IDIDI] [IDDIT] [IDDDI]

[5,1] [3:1,351] [2.1,2,1] [2,2,1,1] [1,1,3,1] L 01T [1:2:2,1] [1,3,1,1]

@ [3,1,2] [2.13] [2.22] (.14 [1,1,1,2] (1,231 [1,3.2]
[111ID] [LIDD] [LIDID] [LIDDD] [IDIID] [IDIDD] [IDDID] [IDDDD]
[4,1,1] [3,2,1] [21,1.1,11 [2,3,1] [1,1,2,1,1] [1,1,1,2,1] 121,111 [1,4,
[4,2] [3,3] [2.1,1,2] [2,4] [1,1,2,2] [1,1,1,3] [12:1.2] [1,5

Figura 8.1 Arbol de Farey

Para generar el arbol de un numero (Fig. 8.1), se inicia con dos fracciones: 0/1 y
1/1 colocadas en los extremos superiores izquierdo y derecho de una hoja. A cada una
de las fracciones que se encuentran por debajo de éstas, en su parte central, se les
llaman mediantes de los dos nimeros racionales. Es decir, la mediante es la nueva
fraccion que resulta de sumar los numeradores y denominadores de las fracciones an-
teriores por separado. Por ejemplo, en el segundo renglon del arbol, la fraccion 1/2 es

la mediante de las dos fracciones 0/1 y 1/1, es decir:

0 1 0+1 1
1711712
La fraccion asi obtenida se localiza entre las fracciones iniciales 0/1 y 1/1. Aho-
ra, para seguir obteniendo mas fracciones mediantes, se consideran el ancestro inme-
diato por la izquierda, 0/1 y el ancestro inmediato por la derecha, 1/2; la fraccion me-
diante resultante es 1/3. Para la siguiente fraccidn mediante se toma el ancestro inme-

diato por la izquierda, 1/2 y el ancestro inmediato por la derecha, 1/1, y la fraccion

18
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mediante resultante es 2/3. De esta manera obtenemos la siguiente cadena de fraccio-

nes mediantes consecutivas:

Con el mismo procedimiento, se tiene la siguiente cadena de fracciones mediantes

consecutivas:

0

<1 2 4 43 1
1 4

<1<<<<2<3<
3 5 2 5 3 41

En esta tltima cadena se puede observar una propiedad referente a dos fracciones
mediantes consecutivas. Si se multiplica el denominador de la primera fraccion por
el numerador de la segunda y se le resta el producto del numerador de la primera
fraccion por el denominador de la segunda, el resultado es 1.Por ejemplo, considéren-

se las dos fracciones consecutivas:

W =
A
42N ]

Donde se cumple que:
3:2—-1-5=1
Esta expresion en particular satisface la identidad de Bézout, es decir: los nime-
ros 3 y 5 estan en combinacion lineal entera con el 1, su médximo comun divisor, en
forma de ecuacion entera Diofantica 3x + 5y = 1, donde la soluciéon es x =2 y

y = —1. Esta propiedad ya demostrada (Czwienczek, 2023) expresa que: “toda frac-

cion positiva e irreducible es la mediante de dos fracciones consecutivas”.

El arbol de Farey construido tiene dos ramificaciones (lineas) para cada fraccion,
diferenciadas con dos colores: el color azul indica un recorrido a la izquierda y eti-
quetado con la letra | (Izquierda), y el color rojo indica un recorrido a la derecha, eti-
quetado con la letra D (Derecha). Asi mismo, y bajo cada fraccion, se escriben tres

expresiones diferentes agrupadas por corchetes con indicadores especiales.

Para explicar lo anterior se obtendra la fraccién continua de 4/7. La primera no-

tacion [IDII] indica el recorrido usado para llegar a dicha fraccion, donde la primera
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letra a la izquierda (I) indica el inicio del recorrido desde la fraccion 1/1 y llegando a
la fraccion 1/2, la letra (D) es el segundo recorrido para llegar a la fraccion 2/3; la ter-
cera letra (1), se llega a la fraccion 3/5 por la izquierda. Finalmente, el altimo recorri-

do a la izquierda (I) se llega a la fraccion buscada 4/7.

La segunda expresion en corchetes [1,1.2,1], expresa el recorrido para llegar a la
fraccion 4/7 y a la vez muestra los cocientes generados de la fraccion continua de 4/7.
Es decir, partiendo de la misma fraccion 1/1, se tiene: | recorrido a la izquierda, lue-
go 1 recorrido a la derecha, 2 recorridos a la izquierda, y el ultimo numero “1” es un
recorrido “adicional” de ajuste en color negro (éste debe ser diferente al penultimo, es
decir, si el recorrido anterior al ultimo fue a la izquierda, entonces el ultimo recorrido
sera a la derecha o viceversa, la finalidad es que se termine con un recorrido diferente
a los que se siguieron para llegar a la fraccion propuesta), por lo tanto, en el caso de

la fraccidn 4/7, su fraccidon continua extendida es:

1

TIRS
Il

1+ ———
1=y
2+ 1
El ultimo corchete corresponde a la fraccion continua compacta, ésta se obtiene
del anterior, donde su ultima cifra, en color naranja, es la suma de las dos ultimas ci-
fras de la fraccion continua extendida. Asi, para la fraccion 4/7, su fraccion continua
compacta es [1,1,3]. De lo anterior se obtiene:
1
7 141 n
1+

Por otra parte, en el arbol de Farey se le asigna a cada fraccion mediante un
numero que corresponde a su posicion relativa dentro del arbol. Dicha numeracion
comienza desde la fraccion 1/2 (posicion 1) hacia abajo y de derecha a izquierda pa-
ra cada renglon inferior del arbol hasta llegar a la fraccion 4/7, al que le corresponde

la posicion 11.

La tabla 8.1 muestra, en la primera y segunda columnas, la numeracion ordenada

de la posicion de cada fraccion y la fraccion misma en el arbol de Farey.
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Pasissn || Fracsisn Fraccién continua Posiciéon
Compacta Extendida (Binario)

1 1/2 [2] [1,1] 1
2 2/3 [1,2] [1,1,1] 10
3 1/3 [3] [2,1] 11
4 3/4 [1,3] [1,2,1] 100
5 3/5 [1,1,2] [1,1,1,1] 101
6 2/5 [2,2] [2,1,1] 110
7 1/4 [4] [3,1] 111
8 4/5 [1,4] [1,3,1] 1000
9 5/7 [1,2,2] [1,2,1,1] 1001
10 5/8 [1,1,1,2] [1,1,1,1,1] 1010
11 4/7 [1.9.3] [1:3.2:1] 1011
12 3/7 [2,3] [2,2,1] 1100
13 3/8 [2,1,2] [2,1,1,1] 1101
14 2/7 [3.2] [3,1,1] 1110
15 1/5 [5] [4,1] 1111
16 5/6 [1,5] [1,4,1] 10000
17 7/9 [1,3,2] [1,3,1,1] 10001
18 8/11 [1,2:1.2] [1,2,1,1,1] 10010
19 7/10 [1,2,3] [1.2.2.1] 10011
20 7/11 (144 3] [1,1.,1.2:1] 10100
21 8/13 [it2] [G3A404.] 10101
22 7112 [1.1,2.2] [1,1,21 .17 10110
23 5/9 [1,1,4] [1,1,3,1] 10111
24 4/9 [2,4] [2,3,1] 11000
25 5/12 [2,2,2 [2,2,1,1] 11001
26 5/13 [2,1.1.2] [2,1.,1.3:1] 11010
27 4/11 [2,1,3] [2,1,2,1] 11011
28 3/10 [3,3] [3,2,1] 11100
29 3/11 [3,1,2] [3,1,1,1] 11101
30 2/9 [4,2] [4,1,1] 11110
31 1/6 [6] [5,1] 11111

Tabla. 8.1.- Resumen del arbol de Farey

En la tercera y cuarta columnas de la tabla se encuentran las sucesiones de nume-
ros que conforman las fracciones continuas en su forma compacta y extendida. En la
ultima columna se encuentra la representacion binaria del nimero de cada posicion,
en el cual sus digitos guardan una relacion con los desplazamientos que se siguen en
el arbol de Farey, es decir, los desplazamientos a la izquierda en color azul corres-
ponden a la cifra “1” del nimero binario, y los desplazamientos hacia la derecha de
color rojo corresponden a la cifra “0”. Asi, por ejemplo, en el renglon 9 se encuentra
la fraccion 5/7, tiene como fraccién continua extendida la sucesion de numeros,
[1,2,1,1], el primer nimero a la izquierda, el “1” en color azul, corresponde a la pri-
mera cifra del nimero binario, el segundo niimero es el “2” en color rojo, que indica
dos ceros en el nimero binario, luego un “1” en color azul, por lo tanto el namero bi-

nario es 1001 (hay que recordar que el ultimo “1” a la derecha de la sucesion se
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agrega como ajuste del método de la construccion, por eso no aparece en el numeral

binario).

Para el manejo y célculo de una fraccion continua se crea el concepto de fraccion
convergente: una fraccion parcial extraida de la fraccion continua. Por ejemplo, con-

sidere la fraccidon 7/11 con fraccidn continua:

s L = 0.6364
11 1+—11

1+L1
2+T

Para obtener el primer convergente se elimina la fraccion del tercer nivel, quedando:

C; = —1—05
1‘_ _2_ :

C, = ! = .. 0.6
7 = — = ==—==(\.
141 143 £ 2
elbar i
1

Para el ultimo convergente se elimina el quinto nivel:

C; = : ; 1 = . 0.625

3= — -~ ==—=-=={().

1+—21— 14— 143 2
14— 1+3
1+7

Los convergentes se obtienen del arbol de Farey (fig. 7.1) dibujando una linea
vertical por encima de 7/11. Sus convergentes son las fracciones mas cercanas y al-
ternadas a la linea, indicadas con flechas. Observe que los decimales de cada conver-

gente, se acercan a 0.6364.

Para finalizar, en la tabla se observan renglones sombreados en color azul, estos tie-
nen la caracteristica de que la sucesion de nimeros en la fraccién continua extendida
estd formada Unicamente por unos, y son las fracciones que se forman con las cifras
que aparecen en la sucesion de Fibonacci dividiendo uno de ellos entre el inmediato

siguiente. Por ejemplo, si en la sucesion de Fibonacci algunos nameros son:
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1,1,2,3,5,8,13,21, ...

Al dividir 8/13, la fraccion continua extendida tendria seis unos, si este proceso
se siguiera con nimeros mas grandes de la sucesion de Fibonacci, estas fracciones se
aproximarian a 1/¢, donde ¢ es el nimero aureo, asi se tiene que la fraccion continua
de 1/¢ esta dada por una sucesion infinita periddica formada por unos, es decir:

1 _
i [1,1,1,1,..] = [1]

Observe que esto se deduce también de la ecuacion (5.3), ¢ =1 +% , esto implica

que:

é: ¢—1=[1111.]-1=[0:111,..] = [LLL, ..] = [T]

Conclusiones

Las fracciones continuas desde su origen, siguen cautivando al lector por su ele-
gancia y sencillez para obtener, en principio, una fraccion (y su decimal) mas proxi-
mo a un nimero real dado. Asi mismo, sorprende la variedad de problemas fisicos y
matematicos donde su aplicacion ha sido central. Su continuo estudio ha generado
mas algoritmos y procesos valiosos. La comprension y manejo de sus propiedades
deberian estudiarse obligadamente desde el nivel medio superior para que el estudian-
te pueda percatarse de que la matematica es interesante per se y, principalmente, til
en las ciencias. Este articulo esta dirigido a los estudiantes y docentes que deseen co-

nocer la belleza y utilidad de las maravillosas fracciones continuas.

Reconocimientos

Este documento se origind gracias al diplomado en linea ofrecido por la Facultad
de Ciencias de la Universidad Nacional Autonoma de México (UNAM),en el segun-
do semestre de 2023, como contribucion a la capacitacion y actualizacion docente en

el nivel medio superior.
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Uno de los temas del diplomado, dictado por el Dr. César Guevara Bravo, verso
sobre fracciones continuas y su didéactica, quién apuntd que es posible llamar la aten-
cion de los estudiantes con temas como estos por su sencillez en su concepto y cons-
truccidn, asi como su utilidad para entender la idea de proximidad (previo al concepto

formal de limite) a cualquier fraccion en forma también fraccionaria.

El Dr. Leonardo I. Martinez Sandoval, responsable del diplomado y promotor pa-
ra la publicacion de este trabajo, apuntd que los docentes a este nivel deben saber di-
fundir con rigor sus apuntes, demostraciones y materiales didacticos que muestren la
belleza y sencillez de temas matematicos semejantes. Con esto, los autores esperan
que los estudiantes y docentes se apropien de éste y otros conocimientos matematicos

necesarios en cualquier sociedad.
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