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El 1cosaedro euclidiano
Douglas Jiménez

Resumen

La descripcién euclidiana de la construcciéon de los s6lidos regulares o pla-
tonicos en los Elementos es bastante detallada y precisa para cada uno de los
cinco casos. No obstante, las dificultades de Euclides para representar figuras
espaciales en el plano (faltaban atin muchos anos para que se inventara el con-
cepto de perspectiva) son un obstéculo para la fluidez de la lectura. Disponer
de avances tecnologicos como Geogebra, por ejemplo, nos permite facilitar esa
lectura. En particular, el del icosaedro es uno de los dibujos maés dificiles de se-
guir, razén por la cual le dedicamos este ensayo a esa exposicién centrandonos

en la figura y manteniendo su esencialidad.

Palabras y frases clave: Solidos platénicos, razén aurea, icosaedro.

The euclidean icosahedron

Abstract

Euclidean’s description of the construction of regular or Platonic solids in
the FElements is quite detailed and precise for each of the five cases. However,
Euclid’s difficulties in representing spatial figures on the plane (the concept of
perspective was still many years away from being invented) are an obstacle to
the fluidity of reading. Having technological advances such as Geogebra, for
example, allows us to facilitate this reading. In particular, the icosahedron is
one of the most difficult drawings to follow, which is why we dedicate this essay

to that exhibition, focusing on the figure and maintaining its essentiality.

Key words and phrases: Platonic solids, golden section, icosahedron.

1. Introduccién

De acuerdo al historiador Proclo ([3], pag. 57), los Elementos de Euclides fueron
escritos por el alejandrino con la intenciéon expresa de exponer los hoy llamados
solidos platonicos, vale decir los solidos cuyas caras son poligonos regulares y sus
vértices estan todos en la misma esfera. Solo son cinco, como lo demostro el propio
Euclides en el cierre de su monumental obra; los podemos ver en la figura 1.
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Figura 1: Sélidos platénicos

Mas alla de la pretension de Proclo, cuya validez es harto discutible, la lectura de
las demostraciones euclidianas relacionadas con estos sélidos demuestra una pene-
tracion y maestria asombrosas en la geometria del espacio. En este articulo estamos
interesados particularmente en el icosaedro, puesto que en la construcciéon y anélisis
de este cuerpo Euclides hace uso de lo més pesado de su potente artilleria intelectual,
de manera que la demostraciéon se convierte en una muestra muy representativa de
lo que podemos ganar con la lectura de este libro clasico.

2. El problema y su planteamiento

Los tres ultimos libros (XI, XII y XIII) de los Elementos estan dedicados a la
geometria del espacio. El XIII, particularmente, aborda la geometria de los solidos
platonicos y muestra para cada uno de ellos como pueden inscribirse dentro de una
esfera de radio predeterminado. El icosaedro especificamente corresponde a la propo-
sicion XIII.16, es decir la proposiciéon 16 del libro XIII. Para la transcripcion de los
enunciados de las proposiciones de Euclides usaremos a Maria Luisa Puertas Castano
(]2]), pero para las ilustraciones preferiremos a Heath ([1]); la razon de esta prefe-
rencia es que en Puertas Castano el uso de letras griegas para referirse a los puntos
del dibujo dificulta la lectura de unos graficos que, de por si, ya son lectura dificil.
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Figura 2: Proposicién XII1.16: construccién del icosaedro. (llustracién de Heath)

El enunciado de la proposicion XIII.16 es

Construir un icosaedro y envolverlo en una esfera, como en las figuras ante-
dichas, y demostrar que el lado del icosaedro es la recta sin razén expresable
llamada “menor”.

La simplicidad del enunciado oculta la cantidad de detalles necesarios para ex-
poner la demostracion. En este trabajo no haremos otra cosa que seguir en detalle
el discurso euclidiano, pero con una presentacion gréafica que debe facilitar la lectura
que el dibujo original dificulta. Ese dibujo, tal como lo transcribe Heath es el que
vemos en la figura 2.

Como ya dijimos, mantendremos las notaciones provistas por Heath para que
nuestra exposicion vaya pareja con la de este historiador y traductor y, por consi-
guiente, con la exposicion euclidiana. Proponemos ilustraciones provenientes de una
presentacion Geogebra realizada por el autor de este articulo, la cual puede verse en
https://www.geogebra.org/m/ebhyey29.

La frase del enunciado “como en las figuras antedichas” significa que ya Euclides
tratoé en proposiciones anteriores a otros sélidos platonicos: el tetraedro o piraAmide
en XIII.13, el octaedro en XIII.14 y el cubo en XIII.15. Para todas ellas comienza
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prefijando el radio de la esfera en la que sera inscrito el sélido en estudio, pero la
justificacion de este radio queda para el final de las demostraciones.

En la demostracion que queremos estudiar en este ensayo juegan papel fundamen-
tal tanto el pentagono como el niimero &ureo a él asociado. Veremos en la proxima
seccion los requisitos tedricos para esta demostracion.

3. Requisitos teodricos

Los Elementos conforman una obra histérica a pesar de que su autor, Eucli-
des, no hizo referencia alguna de este tipo en cualquiera de los trece tomos que los
constituyen. Lo que hoy conocemos como teorema de Pitdgoras en los Flementos
es simplemente la proposicion 1.47, la cual lleva una demostracién que Proclo reco-
noce como genuinamente euclidiana. Ni siquiera lo enunciaremos, pero su aparicion
tanto en la obra de Euclides como la de otros geémetras -Arquimedes o Apolonio,
por ejemplo- lo identifican como un teorema esencial del conocimiento matematico
general.

En la proposicion IV.15 Euclides muestra como inscribir un hexagono regular
en una circunferencia dada. Tal demostracion hace que el hexégono sea el poligono
regular mas facil de construir: su lado es igual al radio de la circunferencia.

Las proposiciones VI.8 vy VI.13 estan profundamente relacionadas entre si y ter-
minan dando una caracterizacion de la circunferencia que fue imprescindible para. el
trabajo de Apolonio en sus libros sobre conicas. El enunciado de VI.8 es

Si en un tridngulo rectangulo se traza una perpendicular desde el angulo recto
hasta la base, los triangulos adyacentes a la perpendicular son semejantes al
triangulo entero y entre si

mientras que VI.13 es de enunciado més breve puesto que se trata de una construc-
cion:

Dadas dos rectas, hallar una media proporcional.
Las ilustraciones respectivas en los Elementos estan en la figura 3, lo cual da una
idea de la profunda relaciéon que las une. Por su parte, VI.13 puede expresarse arit-

méticamente en la forma DA? = (BD)(DC), que es, como ya dijimos anteriormente,
la caracterizacion de la circunferencia de didmetro BC.
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A A
B I\C B/l\c
D D

Figura 3: Proposiciones VI.8 y VI.13

Ya entrados en el libro XIII conseguimos abundante referencia a la secciéon aureal!l
que Euclides (y el matematico griego en general) denominaba division en extrema
y media razén. El concepto aparece por primera vez (sin su nombre, por razones
formales) en el libro IT y se usa para una demostracion importante del libro IV. Se
define por su propio nombre en el libro VI, pero no es hasta el libro XIIT donde
demuestra todo su poder. Recordemos primero qué significa.

Un segmento AB esta dividido en razén aurea por un punto C
dentro de él, si la razén entre todo el segmento y la parte mayor | I
del corte es igual a la razéon entre dicha parte mayor y la parte
menor. En la figura a la derecha se tendria

AB AC 1445
AC - CB YT 2
Con la letra ¢ se representa al niimero de oro que es el que da el valor de la razon.

El ntmero 5 aparece con bastante frecuencia en los contextos relacionados con la
razon aurea. (De hecho, las diagonales de un pentagono regular se cortan en razon

aurea mutuamente.) Una proposicion que lo referencia y que usaremos luego es la
XIII.3; dice asi

Si se corta una linea recta en extrema y media razén, el cuadrado del segmen-
to menor junto con la mitad del segmento mayor es cinco veces el cuadrado
de la mitad del segmento mayor

y la figura a la derecha nos ayuda a comprender el enunciado: el
AB estéa separado en razén aurea por C' y si D es el punto medio | I
de AC, la parte mayor de la separacion, entonces BD? = 5DC?. A Do B

(1 Seccion durea, razén durea, division durea, nimero dureo, nimero de oro son todos términos
asociados a este concepto.
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Figura 4: Pentagono, hexagono y decagono regulares en una misma circunferencia

En la figura 4 vemos una misma circunferencia en tres posiciones distintas del
plano y cada una de ellas muestra, respectivamente, los poligonos regulares inscritos
pentagono, hexigono y decagono. El valor de las longitudes de los lados de estos
poligonos los representaremos por l,, I, y 14, tal como muestra la misma figura. Con
ella nos apoyaremos para dos importantes enunciados de los Elementos.

La proposicion XIII.9 dice

Si se unen el lado de un hexagono y el de un decagono inscritos en el mis-
mo circulo, la recta entera queda cortada en extrema y media razén, y su
segmento mayor es el lado del hexagono

lo que puede expresarse de manera aritmética de esta forma

I + g I,

L

mientras que la proposicion siguiente, XIII.10, dice

Si se inscribe un pentagono equilatero en un circulo, el cuadrado del lado del
pentagono es igual a los cuadrados de los lados del hexagono y el decagono
inscritos en el mismo circulo

que también tiene una expresion aritmética:
2 _ 12, 72
Ly =1, +13,

con lo cual vamos mas lejos del enunciado puesto que se nos hace claro que estos
lados de estos tres poligonos dispuestos en tridngulo forman un tridngulo rectangulo,
cuya hipotenusa es el lado del pentégono.
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Figura 5: Generacién de pentagonos guia del icosaedro

Las demostraciones de todas las proposiciones que hemos enunciado en esta sec-
cion estan expuestas con el mayor detalle en los Elementos, que es una obra clasica
y no puede uno cansarse de recomendar su lectura. Para apreciar la finura del deta-
lle euclidiano explicaremos la demostraciéon completa de la proposicion XIII.16, ya
enunciada en la pagina 62, y con la cual nos muestra el alejandrino la intimidad de la
geometria del icosaedro regular. Recordemos que vamos a utilizar todos los elementos
de la figura euclidiana original tal como los verti6 Heath, con sus mismas notaciones
y lo mostramos en la figura 2 de la pagina 62. Lo Gnico que pretendemos en este
articulo es expresar mas claramente en el espacio lo que el dibujo bidimensional de
Euclides nos dificulta entender. Ojala nuestra pretension tenga éxito.

4. Dos pentagonos de referencia

En la construccion del icosaedro hay dos pentagonos regulares que se convierten en
la referencia principal para trazar los elementos visibles del solido: vértices, aristas y
caras. Es muy ingeniosa la manera en que Euclides hace aparecer esos dos pentagonos
y la vamos a resumir observando la figura 5, a despecho de que el lector puede seguir
la generacién en movimiento usando la direccion web dada en la pagina 62.

Partimos de un circulo en donde se inscribe un pentagono regular EFGHK. El
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radio de este circulo dependera del diAmetro predeterminado de la esfera en donde
queremos inscribir el icosaedro, pero dejaremos su determinacion para el final de la
demostracion. Los arcos subtendidos por los lados del pentidgono se dividen por la
mitad con los puntos L, M, N, O, P con lo que se ganan dos nuevas figuras inter-
vinientes en la demostracion: (a) el decagono ELFMGNHOKP y (b) el pentagono
LMNOP.

Figura 6: Pentagonos guia del icosaedro

Desde los vértices del pentagono original se erigen cinco segmentos perpendicula-
res al plano del pentagono, todos de longitud igual al radio del circulo; son EQ, FR,
GS, HT y KU. Los extremos de esos segmentos son los vértices de un pentagono
regular QRSTU en un plano paralelo al plano del pentagono original y a una dis-
tancia de él igual al radio del circulo. Esa distancia se puede medir con el segmento
VW que une los centros de los circulos donde estan inscritos los pentagonos.

Esta ingeniosa operacion euclidiana se puede describir con un lenguaje moderno:
se somete un pentagono regular en un plano a la composicion de dos transformaciones
en el espacio: (a) una rotacion de un décimo de circunferencia (36°) en su propio plano
(da igual horaria que antihoraria) y (b) una traslacion segin un vector perpendicular
al plano y de longitud igual al radio del circulo de inscripciéon. El resultado final se
puede ver en la figura 6, donde el pentagono QRSTU es la imagen del pentagono
LM NOP luego de la aplicaciéon de esta composicion de transformaciones.
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Figura 7: Caras centrales del pentagono

5. Aparecen aristas y caras

A partir de esta construcciéon ya podemos trazar segmentos entre los vértices de
ambos pentégonos, tal como se muestra en la figura 7, en la que vemos que, como
resultado de esta operacion, aparecen diez tridngulos, a saber:

ALRM, ARMS, AMSN, ANST, ANTO,

ATOU, AOUP, AUPQ, APQL, AQLR.

En el dibujo se destaca el QE que va del vértice del pentagono superior al de-
cagono inferior, pues este segmento es lado del triangulo AQEP, rectangulo en E
y para el cual tenemos que QF es el radio de la circunferencia y, por lo tanto, el
lado del hexégono regular inscrito; ademas EP es el lado del decdgono regular. En
consecuencia, de acuerdo a la proposicion XIII.10, PQ es igual al lado del penta-
gono. El razonamiento se puede repetir con el AQEL para concluir que también QL
mide igual al lado del pentagono, por lo cual APQL es equilatero con lado igual al
lado del pentagono. Todo este parrafo se puede repetir, de manera anéloga, trazando
segmentos paralelos e ignales al eje VIV desde los demas vértices del decagono. En
conclusion, los diez tridngulos destacados son equilateros y de lado igual al lado del
pentiagono, por lo tanto congruentes entre si.
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Figura 8: Todas las caras del icosaedro

6. Anan faltan diez caras

Si. El icosaedro tiene veinte caras, pero las diez que nos faltan podrian ser las
mas sencillas de visualizar. En la figura 8 vemos como se generan: el VW se prolonga
en ambos sentidos para formar un X7, tal que VX = WZ y la medida comtn de
ambos serd el lado del decagono. Desde los puntos Z y X trazamos segmentos hacia
los vértices de los pentdgonos més cercanos, lo que nos produce los diez tridngulos
siguientes:

ANZQR, NANZRS, NANZST, AZTU, AZUQ,

AXLM, AXMN, AXNO, AXOP, AXPL.

Ahora bien, si trazamos el W) vemos el AZW(Q), rectangulo en W, y para el
cual

ZW = lado del decagono y WQ = radio del circulo = lado del hexagono,

por lo cual, aplicando la proposicion XIII.10, tenemos que Z(@) = lado del pentagono.
Pero este razonamiento se puede repetir para todos los segmentos que se trazaron
desde Z y, por simetria, también vale para los trazados desde X, con tridAngulos
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rectangulos en V. De manera que los diez nuevos tridngulos son también equiléteros
y su lado es igual al lado del pentagono; vale decir, son congruentes entre si y con
los diez tridngulos que trazamos en la seccién anterior. De manera que ya tenemos
icosaedro con veinte caras congruentes.

7. Aparece la esfera

Pero solo tenemos derecho a llamar reqular (o también platdnico) a nuestro solido
si demostramos que sus doce vértices estan en la misma esfera. Para ello volvamos a
la figura 8 y pongamos la atencién en tres puntos: Z, () y X. Observemos que en el
plano que los contiene tenemos la situacion planteada por la figura 9.

Q

Figura 9: Evidenciando la esfera

Como WV es el radio del circulo (y, por tanto, lado del hexagono) y VX es el
lado del decigono entonces, por la proposicion XII1.9, WX esta separado en razon
aurea por V, lo que quiere decir que

wx WV
WV VX’
pero VX = ZW vy WV = WQ, lo que convierte a la ecuaciéon anterior en
WX WwWaQ
wQ  ZW’
que también puede escribirse como

WQ* = (ZW)(WX),

70



2711-1792 (En linea) e Espacio Matematico Vol. 4 No. 1/2 (2023), pp. 60-75

ISSN:

3, S
g e »
Y
LI ¢
[l s g
I ¢
1 Q@ a--__
L o T L
[ ros s ) '
L] »
[} " L T " [
P s v7( v
G -
L "-* "—-—:
[ I »* +
e o Y 1
o R AR [
S LK R,
", ’
.’ A Ve
p LR X
I AR 1
. .
e ’
.‘:... v, : ’ - - ‘M
-
A A ¢ am=-r- ®
S Trwe T L .
- b .
s, Lo ~ -’
) -

Figura 10: El icosaedro dentro de la esfera

y dada la perpendicularidad en W, aplicando la proposicion VI.13 concluimos que @)

esta en la circunferencia de didmetro Z.X.

Pero este mismo razonamiento puede hacerse sobre los cuatro vértices restantes
del pentagono superior y, usando perpendiculares en el plano correspondiente, se
puede hacer también sobre los cinco vértices del pentagono inferior. En conclusion:
todos los vértices estan sobre circunferencias de diametro ZX, lo que quiere decir
que estan en la esfera de diametro ZX, tal como se muestra en la figura 10.

8. jPodemos escoger el diAmetro de la esfera?

Esta pregunta la responde Euclides desde el principio de la demostracion, pero
no la justifica sino al final de la misma. Evidentemente, el didmetro de la esfera
envolvente esta relacionado con el radio del circulo con el que iniciamos la demos-
tracion. Para convencerse basta una relectura, pero en esta secciéon nos proponemos
identificar con precision esa relacion. Volvamos a la figura 9.

Recordemos que VZ esta formado por VIV, el lado del hexagono, y W Z, el lado
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del decagono, de manera que por la proposicion XII1.9, V' Z esta separado en razon
aurea por W; observemos ahora un punto que no hemos mencionado: el punto A’,
centro del diametro ZX y también del VW, la parte mayor de la separacion aurea.
Por la proposicion XII1.3 se cumple que ZA”? = 5A'W?2. Ahora bien, ZX = 27A"y
VW = 2A'W, por lo cual ZX? = 5V W2,

En palabras: el cuadrado del diametro quintuplica al cuadrado del radio del circulo
original de la construcciéon del icosaedro. Queda entonces una pregunta por contestar:
dado un segmento de longitud arbitraria, jcémo conseguir un segmento menor tal
que su cuadrado sea la quinta parte del cuadrado del segmento original? Euclides
nos responde con la ilustraciéon que presentamos en la figura 11

Figura 11: Conseguir la quinta parte de un cuadrado

En la misma tenemos un AB arbitrario, cuya longitud queremos que mida al
diametro de la esfera donde envolveremos el icosaedro. Para ello dividiremos el AB
por C de forma que AC = 4C'B, trazamos una semicircunferencia de didmetro AB
y trazamos la perpendicular a AB por C, que corta a la semicircunferencia en D.
Euclides se propone demostrar que BD es el segmento que necesita. (En la ilustracion
de Euclides no aparece el AD, razén por la cual lo incluimos punteado.)

Ahora bien, por la proposicion VI.13 y la definicién de C', se tiene que
CD? = (AC)(CB) = 4CB?,

pero, por Pitagoras,
BD? = CD* + CB* = 5CB>.

Por otro lado, como AADB ~ ADCB se tiene que

AB  BD
BD  BC’
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0 mejor

AB?> BD? 5BC* -
BD2 BC? BC?2 7

es decir, AB%? = 5BD?>.

Entonces, como conclusion de esta seccién tenemos que, si queremos que AB sea
el didmetro de la esfera envolvente, BD es la medida adecuada del radio del circulo
inicial de nuestra demostracion, es decir, del circulo en el que se inscribe el pentagono
EFGHK de la figura 5 de la pagina 66.

9. (Y esas extranas palabras?

Si: el enunciado termina con una misteriosa frase: “...el lado del icosaedro es la
recta sin razon expresable llamada menor”. Al cierre de cada una de las proposiciones
relacionadas con los solidos platénicos Euclides da la razén entre el radio de la esfe-
ra envolvente y el lado del poliedro que esta construyendo. En realidad. el misterio
desapareceria si leyéramos el libro X de los Flementos. Pero esta es una seria tarea
que requiere de un tiempo del que no disponemos para este ensayo.l?l Este libro (el
mas largo de todos los Elementos) hace una extensa clasificacion de las inconmen-
surabilidades, un concepto con el que los griegos se adelantaron en modo geométrico
a lo que hoy conocemos como numeros irracionales.

En otras palabras: no explicaremos la frase por falta de tiempo y espacio, pero
para no dejar en el aire este contenido vamos a considerarlo en términos modernos, sin
entrar en las definiciones euclidianas sino que simplemente calcularemos las razones
numeéricas.

En primer lugar, la razoén aurea se expresa numeéricamente como

_1+5
-

0 ~ 1.61803,

y aparece de manera natural en el corte de las diagonales de un pentagono regular.l!
Ese tratamiento conduce de manera bastante sencilla a la trigonometria del tridngulo
54° —36° — 90°, que resulta de dividir en dos partes iguales el tridngulo isésceles que

[2IEs interesante acotar que el matematico e historiador Simon Stevin llamé al libro X “la cruz de
los matematicos”.

[BlQuien quiera ver cémo, puede consultar estos enlaces: https://www. geogebra.org/m/
yg35uhxg o0 https://youtu.be/NjuCCPArZvo.
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36°

54°

) ‘-5'

Figura 12: Calculo de la razén entre el lado del pentagono y el radio de la circunferencia

se forma con dos lados del pentagono y la diagonal subtendida por ambos lados. Sin
dar muchos detalles, escribimos

Ve +2

sen 36° = cos Hh4° = , cos 36° = sen H4° =
2p

b

Recordemos que el didmetro de la esfera envolvente mide una vez el lado del
hexdgono (radio de la circunferencia) méas dos veces el lado del decagono inscritos
en la misma circunferencia. A partir de la figura 12, en la que vemos el lado del
pentagono, representado como [, y el lado del hexagono o radio r de la circunferencia,
la aplicacién de la trigonometria que acabamos de comentar produce

Y+2
= T
p+1

1
I, = 5«/10—2\/&

tal como lo vemos en Heath ([1]. Tomo III. Pag. 489.)

Ly

Los detalles de los calculos anteriores quedan para el lector.
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