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Abstract
Stability	theory	plays	a	central	role	in	systems	theory	and	engineering,	is	con-
sidered	the	most	important	qualitative	property	of	linear	control	systems	so	if	
a	system	does	not	fulfill	this	condition,	the	rest	of	the	specifications	are	mean-
ingless.	In	fact,	most	system	designs	are	aimed	directly	or	indirectly	to	obtain	
stable	systems	to	the	point	that	it	is	senseless	to	speak	of	a	control	system	if	it	
is	not	stable.	In	dynamic	systems,	there	are	different	types	of	stability	problems	
and	to	analyze	them,	Lyapunov	theory	has	a	prominent	place.	In	this	paper	the	
stability	analysis	of	the	control	system	is	done	in	mold	level	with	fuzzy	adap-
tation	process	proposed	for	the	continuous	casting	of	steel	factory	Acinox	Las	
Tunas,	where	will	be	applied	first	and	the	second	Lyapunov’s	methods.

Keywords:	Lyapunov	stability,	stability	analysis,	fuzzy	systems,	adaptive	con-
trol.

Resumen
La	teoría	de	estabilidad	juega	un	rol	central	en	la	teoría	de	sistemas	e	ingeniería,	
se	considera	la	propiedad	cualitativa	más	importante	de	los	sistemas	de	control	
lineales	por	tanto,	si	un	sistema	no	cumple	con	esta	condición,	el	resto	de	las	
especificaciones	 carecen	de	 sentido.	De	hecho,	 la	mayoría	de	 los	diseños	de	
sistemas	están	dirigidos,	directa	o	 indirectamente	a	 la	obtención	de	sistemas	
estables,	hasta	tal	punto	que	no	tiene	sentido	hablar	de	sistema	de	control	si	
éste	no	es	estable.	En	los	sistemas	dinámicos	existen	distintos	tipos	de	prob-
lemas	de	estabilidad	y	para	el	análisis	de	estos,	la	teoría	de	Lyapunov	tiene	un	
lugar	destacado.	En	este	artículo	se	realiza	el	análisis	de	estabilidad	del	sistema	
de	control	de	nivel	en	molde	con	adaptación	borrosa	del	proceso	de	vaciado	
continuo	de	acero	de	la	fábrica	Acinox	Las	Tunas,	para	ello,	serán	aplicados	el	
primer	y	segundo	método	de	Lyapunov.

Palabras clave:	Estabilidad	de	Lyapunov,	análisis	de	estabilidad,	sistemas	bor-
rosos,	control	adaptable.
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I. introducción

La	estabilidad	es	uno	de	los	requisitos	de	com-
portamiento	más	importante	en	todo	sistema	y	
en	particular	los	de	control.	En	años	recientes,	
el	 interés	en	el	control	borroso	ha	 ido	aumen-
tando,	 pero	 aún	 hay	 cuestiones	 por	 resolver,	
principalmente	 en	 los	 temas	 relacionados	 con	
la	estabilidad	y	el	diseño	de	sistemas	borrosos.	
Los	 trabajos	 del	 científico	 ruso	 Alexander	M.	
Lyapunov	 a	 fines	 del	 siglo	 XIX,	 relacionados	
con	 la	 estabilidad,	ofrecieron	una	base	 teórica	
fundamentada	en	 la	práctica,	que	abarca	a	 to-
dos los sistemas.

En	este	 sentido	han	 trabajado	muchos	 investi-
gadores,	sobre	todo	a	partir	de	la	década	de	los	
90,	proporcionando	a	la	lógica	borrosa	una	base	
en la teoría de control no lineal. De esta forma, 
comenzaron	a	aplicarse	a	los	sistemas	de	control	
borroso,	 los	métodos	clásicos	de	análisis	de	 la	
teoría	de	control	no	lineal,	entre	los	que	se	pue-
den	mencionar:	el	método	directo	de	Lyapunov,	
los métodos heurísticos y, más recientemente, 
se	 han	 empleado	 soluciones	 basadas	 en	 LMI’s	
como	metodología	 para	 garantizar	 la	 estabili-
dad	asintótica	del	sistema	de	control	borroso	en	
lazo	cerrado	[1],	[2],	[3],	[4]	y	[11].

En	el	presente	artículo	se	analizará	la	estabilidad	
de	puntos	de	equilibrio	(PE)	de	sistemas	linea-
les	con	base	en	su	representación	matricial	en	
variables	de	estado	usando	el	primer	y	segundo	
método	 de	 Lyapunov,	 que	 pueden	 ser	 usados	
también	en	sistemas	variantes	en	el	tiempo	y	en	
no lineales. En este caso de estudio se conoce el 
modelo	matemático	de	la	planta	y,	además	el	sis-
tema	borroso	que	se	propone	está	basado	en	el	
modelo	Takagi	–	Sugeno	(TS)	de	orden	cero	[4],	
[7]	y	[8],	por	tanto	se	determinará	una	función	
de	energía	(V)	que	cumpla	con	las	condiciones	
de	estabilidad	para	el	caso	de	que	el	sistema	esté	
trabajando	con	distintos	controladores	locales.	

ii. PrinciPios de la teoría de 
estabilidad de lyaPunov Que 
sirven de base al trabaJo

La	 teoría	 de	 estabilidad	 de	 Lyapunov	 permite	
tanto el análisis de los sistemas de control no li-
neales,	como	la	síntesis	de	controladores	estables.	

La	estabilidad	de	los	PE	generalmente	se	carac-
teriza	en	el	sentido	de	Lyapunov.	Un	PE	se	dice	
estable	si	todas	 las	soluciones	que	se	 inicien	en	
sus	cercanías,	permanecen	cercanas	a	él;	de	otro	
modo	el	PE	es	 inestable.	Un	PE	se	dice	Asintó-
ticamente	Estable	 (AE)	 si	 las	 soluciones	que	 se	
inicien	 en	 sus	 cercanías	 no	 sólo	 permanezcan	
cercanas a él, sino que además tienden al equi-
librio	 a	 medida	 que	 el	 tiempo	 se	 aproxima	 a	
infinito	[9],	[10]	y	[11].

A. Primer método de Lyapunov
Método Indirecto de Lyapunov	–	Abarca	una	
formulación	precisa	de	las	cuestiones	de	estabili-
dad de modelos lineales de sistemas reales. 

Teorema	1.	Sea	un	PE	del	sistema	no	lineal	repre-
sentado	en	(1).	Tal	que:
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Teorema 1. Sea 0=x  un PE del sistema no lineal 
representado en (1). Tal que: 
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Entonces:  
1.  El origen es AE si todos los autovalores de A  ( Aλ ) 

tienen parte real negativa ( )e AR <( 0)λ .  

2.  El origen es inestable si uno o m‡ s Aλ tiene parte real 

positiva ( )e AR >( 0)λ . 
 Teorema 2. (Estabilidad del Origen en Sistemas 

Lineales). El PE 0=x  de (2) es estable s’  todos Aλ  tienen 

( )e AR <0λ . El PE 0=x  es Globalmente Asint— ticamente 

Estable (GAE) s’  todos los Aλ  tienen ( )e AR <0λ .  

                                  =x Ax
.
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B. Segundo mŽ todo de Lyapunov 
MŽ todo Directo de Lyapunov Ð  De la teor’ a cl‡ sica de 

la mec‡ nica se conoce que un sistema es estable si su 
energ’ a total, es una funci— n definida positiva y decreciente 
de forma continua hasta alcanzar un estado de equilibrio. 
En un sistema no lineal no resulta f‡ cil definir una V , por 
ello, en este mŽ todo se introduce una V  ficticia, 
denominada función de Lyapunov. 

Teorema 3. ConsidŽ rese =x f x
.
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Entonces, el PE 0=x  es estable en el sentido de 
Lyapunov. Si además se cumple: 
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El PE 0=x  es AE. Esta estabilidad ser‡  global si 
= ℜnD y además si la V es radialmente no acotada; es 

decir; 
→∞

= ∞
x

V xlim ( )  

Como candidata a V , se propuso:  
TV x x Px( ) =                                  (4) 

Donde P  es una matriz real, simétrica y definida 
positiva. La derivada de V sobre las trayectorias del 
sistema est‡  dada por: 

= + = + = −
T.

T T T TV x x P x x Px x PA A P x x Qx
. .

( ) ( )  
Donde Q  es una matriz real, simétrica y definida positiva 

dada por:  
                                + = −TPA A P Q                            (5) 

III. SISTEMA DE CONTROL DE NIVEL EN MOLDE 
PARA VACIADO CONTINUO DE ACERO 

El sistema de control del proceso de vaciado de acero de 
Acinox Las Tunas es del tipo asta Ð  tap— n, Á Error! No se 
encuentra el origen de la referencia.. Como se puede 
apreciar en la Fig.1, el mismo tiene una configuraci— n de 
control en cascada. En el lazo interno o de control de 
posici— n se mide la posici— n de la v‡ lvula asta Ð  tap— n en la 
artesa, la cual es manipulada por un servomecanismo 
hidr‡ ulico. En el lazo de control externo se mide el nivel del 
molde y se actúa sobre la referencia de posición para el 

lazo interno. En este proceso se producen transformaciones 
en la válvula tales como la erosión y la obstrucción, las 
cuales afectan el comportamiento del sistema Á Error! No se 
encuentra el origen de la referencia. lo que debe ser 
tomado en cuenta para modificar la ganancia del 
controlador principal. El sistema bajo estudio es un sistema 
de control adaptable el cual posee aptitud para acomodar 
su comportamiento a cambios ocurridos en el medio al que 
est‡  expuesto, lo cual implica la necesidad de modificar los 
par‡ metros del regulador, que en este caso es un PI 
adaptado, en el que se ajustan sus par‡ metros por medio 
de un algoritmo borroso [7]. En la nueva propuesta, 
obtenida a partir de una investigaci— n realizada en la planta, 
con participación y conducción de la Universidad de 
Oriente, se obtuvo y validó un modelo aproximado, 
utilizando leyes físicas, la identificación experimental 
mediante se–ales especiales e identificaci— n paramŽ trica 
fuera de l’ nea tal como se aborda en [5].  

En dicha propuesta, se utiliza un sistema borroso que a 
partir de ciertas condiciones del proceso reveladoras de los 
cambios en el punto de operaci— n, genera un factor de 
adaptaci— n ( aF ) que modifica dicha ganancia. El sistema 
de control posee adem‡ s un algoritmo de planificaci— n de 
ganancia que también actúa sobre la parte proporcional 
( pK ), de manera que el funcionamiento del mismo lleva 
impl’ cito la participaci— n de diversos controladores locales, 
por tanto el an‡ lisis de estabilidad se realizar‡  teniendo en 
cuenta esta cuesti— n. Como lo obtenido en aF es número 
dado que el modelo TS responde con un consecuente 
numŽ rico [7] y [8] y que adem‡ s pK  proporciona valores 
numŽ ricos tambiŽ n, son estas situaciones las que se 
consideran para analizar como interviene la adaptaci— n en 
la funci— n de transferencia (FT) del controlador PI.  

 
Fig.1: Diagrama en bloques del sistema de control de nivel en 

molde. 
Según la Fig.1, los elementos que componen el lazo son: 

el controlador interno, el servomecanismo hidr‡ ulico, el 
sensor de posici— n (estos elementos integran el lazo de 
control de posici— n, que aparecer‡  simplificado, como 

cpG s( ) ), el controlador principal PI, la v‡ lvula asta Ð  tap— n, 
la artesa, el molde y el sensor de nivel; la FT de cada uno 
aparece detallada en Á Error! No se encuentra el origen de 
la referencia.. Para aplicar los mŽ todos de an‡ lisis de 
estabilidad, se obtiene la FT total del sistema (6), que se 
determina aplicando el principio de superposici— n, para ello 
se realiza la simplificaci— n del diagrama en bloques, de esta 
forma se obtendr‡  la FT del nivel de salida con el nivel de 
referencia (7) y nivel de salida con la velocidad de vaciado 
(8).  

                         = +H s T s T s1 2( ) ( ) ( )                          (6) 
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     (8) 

La ecuaci— n caracter’ stica de (7) y (8) es la misma, por 
tanto =A A1 2  y de igual forma =B B1 2 .  

 

(1)

Entonces:	

1.	 El	 origen	 es	 AE	 si	 todos	 los	 autovalores	 de	 
A	(

FECHA RECIBIDO: OCTUBRE 16 DE 2014 
FECHA ACEPTADO: NOVIEMBRE  28 DE 2014 

 

2 

Teorema 1. Sea 0=x  un PE del sistema no lineal 
representado en (1). Tal que: 

                          
0

)(
=∂

∂
=

x
x

x
fA                                  (1) 

Entonces:  
1.  El origen es AE si todos los autovalores de A  ( Aλ ) 

tienen parte real negativa ( )e AR <( 0)λ .  

2.  El origen es inestable si uno o m‡ s Aλ tiene parte real 

positiva ( )e AR >( 0)λ . 
 Teorema 2. (Estabilidad del Origen en Sistemas 

Lineales). El PE 0=x  de (2) es estable s’  todos Aλ  tienen 

( )e AR <0λ . El PE 0=x  es Globalmente Asint— ticamente 

Estable (GAE) s’  todos los Aλ  tienen ( )e AR <0λ .  

                                  =x Ax
.

                                     (2) 

B. Segundo mŽ todo de Lyapunov 
MŽ todo Directo de Lyapunov Ð  De la teor’ a cl‡ sica de 

la mec‡ nica se conoce que un sistema es estable si su 
energ’ a total, es una funci— n definida positiva y decreciente 
de forma continua hasta alcanzar un estado de equilibrio. 
En un sistema no lineal no resulta f‡ cil definir una V , por 
ello, en este mŽ todo se introduce una V  ficticia, 
denominada función de Lyapunov. 

Teorema 3. ConsidŽ rese =x f x
.

( )  que existe una 
funci— n continuamente diferenciable ℜ→D:V  tal que:  

Dx,0)x(f
x
V)x(V

0 xD,x 0,>)x(V
0)0(V

.
∈∀≤

∂

∂
=

≠∈∀

=

 

Entonces, el PE 0=x  es estable en el sentido de 
Lyapunov. Si además se cumple: 

0x,Dx,0)x(f
x
V)x(V

.
≠∈∀<

∂

∂
=  

El PE 0=x  es AE. Esta estabilidad ser‡  global si 
= ℜnD y además si la V es radialmente no acotada; es 

decir; 
→∞

= ∞
x

V xlim ( )  

Como candidata a V , se propuso:  
TV x x Px( ) =                                  (4) 

Donde P  es una matriz real, simétrica y definida 
positiva. La derivada de V sobre las trayectorias del 
sistema est‡  dada por: 

= + = + = −
T.

T T T TV x x P x x Px x PA A P x x Qx
. .

( ) ( )  
Donde Q  es una matriz real, simétrica y definida positiva 

dada por:  
                                + = −TPA A P Q                            (5) 

III. SISTEMA DE CONTROL DE NIVEL EN MOLDE 
PARA VACIADO CONTINUO DE ACERO 

El sistema de control del proceso de vaciado de acero de 
Acinox Las Tunas es del tipo asta Ð  tap— n, Á Error! No se 
encuentra el origen de la referencia.. Como se puede 
apreciar en la Fig.1, el mismo tiene una configuraci— n de 
control en cascada. En el lazo interno o de control de 
posici— n se mide la posici— n de la v‡ lvula asta Ð  tap— n en la 
artesa, la cual es manipulada por un servomecanismo 
hidr‡ ulico. En el lazo de control externo se mide el nivel del 
molde y se actúa sobre la referencia de posición para el 

lazo interno. En este proceso se producen transformaciones 
en la válvula tales como la erosión y la obstrucción, las 
cuales afectan el comportamiento del sistema Á Error! No se 
encuentra el origen de la referencia. lo que debe ser 
tomado en cuenta para modificar la ganancia del 
controlador principal. El sistema bajo estudio es un sistema 
de control adaptable el cual posee aptitud para acomodar 
su comportamiento a cambios ocurridos en el medio al que 
est‡  expuesto, lo cual implica la necesidad de modificar los 
par‡ metros del regulador, que en este caso es un PI 
adaptado, en el que se ajustan sus par‡ metros por medio 
de un algoritmo borroso [7]. En la nueva propuesta, 
obtenida a partir de una investigaci— n realizada en la planta, 
con participación y conducción de la Universidad de 
Oriente, se obtuvo y validó un modelo aproximado, 
utilizando leyes físicas, la identificación experimental 
mediante se–ales especiales e identificaci— n paramŽ trica 
fuera de l’ nea tal como se aborda en [5].  

En dicha propuesta, se utiliza un sistema borroso que a 
partir de ciertas condiciones del proceso reveladoras de los 
cambios en el punto de operaci— n, genera un factor de 
adaptaci— n ( aF ) que modifica dicha ganancia. El sistema 
de control posee adem‡ s un algoritmo de planificaci— n de 
ganancia que también actúa sobre la parte proporcional 
( pK ), de manera que el funcionamiento del mismo lleva 
impl’ cito la participaci— n de diversos controladores locales, 
por tanto el an‡ lisis de estabilidad se realizar‡  teniendo en 
cuenta esta cuesti— n. Como lo obtenido en aF es número 
dado que el modelo TS responde con un consecuente 
numŽ rico [7] y [8] y que adem‡ s pK  proporciona valores 
numŽ ricos tambiŽ n, son estas situaciones las que se 
consideran para analizar como interviene la adaptaci— n en 
la funci— n de transferencia (FT) del controlador PI.  

 
Fig.1: Diagrama en bloques del sistema de control de nivel en 

molde. 
Según la Fig.1, los elementos que componen el lazo son: 

el controlador interno, el servomecanismo hidr‡ ulico, el 
sensor de posici— n (estos elementos integran el lazo de 
control de posici— n, que aparecer‡  simplificado, como 

cpG s( ) ), el controlador principal PI, la v‡ lvula asta Ð  tap— n, 
la artesa, el molde y el sensor de nivel; la FT de cada uno 
aparece detallada en Á Error! No se encuentra el origen de 
la referencia.. Para aplicar los mŽ todos de an‡ lisis de 
estabilidad, se obtiene la FT total del sistema (6), que se 
determina aplicando el principio de superposici— n, para ello 
se realiza la simplificaci— n del diagrama en bloques, de esta 
forma se obtendr‡  la FT del nivel de salida con el nivel de 
referencia (7) y nivel de salida con la velocidad de vaciado 
(8).  

                         = +H s T s T s1 2( ) ( ) ( )                          (6) 

= =
+

c cp v a m

c cp v a m sn

G s G s K G s G sH sT s
H s G s G s K G s G s G s1

0

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

   (7) 

  = =
+

m m

v c cp v a m sn

C G sH sT s
V s G s G s K G s G s G s2

( )( )( )
( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

     (8) 

La ecuaci— n caracter’ stica de (7) y (8) es la misma, por 
tanto =A A1 2  y de igual forma =B B1 2 .  

)	tienen	parte	real	negativa	Re(

FECHA RECIBIDO: OCTUBRE 16 DE 2014 
FECHA ACEPTADO: NOVIEMBRE  28 DE 2014 

 

2 

Teorema 1. Sea 0=x  un PE del sistema no lineal 
representado en (1). Tal que: 

                          
0

)(
=∂

∂
=

x
x

x
fA                                  (1) 

Entonces:  
1.  El origen es AE si todos los autovalores de A  ( Aλ ) 

tienen parte real negativa ( )e AR <( 0)λ .  

2.  El origen es inestable si uno o m‡ s Aλ tiene parte real 

positiva ( )e AR >( 0)λ . 
 Teorema 2. (Estabilidad del Origen en Sistemas 

Lineales). El PE 0=x  de (2) es estable s’  todos Aλ  tienen 

( )e AR <0λ . El PE 0=x  es Globalmente Asint— ticamente 

Estable (GAE) s’  todos los Aλ  tienen ( )e AR <0λ .  

                                  =x Ax
.

                                     (2) 

B. Segundo mŽ todo de Lyapunov 
MŽ todo Directo de Lyapunov Ð  De la teor’ a cl‡ sica de 

la mec‡ nica se conoce que un sistema es estable si su 
energ’ a total, es una funci— n definida positiva y decreciente 
de forma continua hasta alcanzar un estado de equilibrio. 
En un sistema no lineal no resulta f‡ cil definir una V , por 
ello, en este mŽ todo se introduce una V  ficticia, 
denominada función de Lyapunov. 

Teorema 3. ConsidŽ rese =x f x
.

( )  que existe una 
funci— n continuamente diferenciable ℜ→D:V  tal que:  

Dx,0)x(f
x
V)x(V

0 xD,x 0,>)x(V
0)0(V

.
∈∀≤

∂

∂
=

≠∈∀

=

 

Entonces, el PE 0=x  es estable en el sentido de 
Lyapunov. Si además se cumple: 

0x,Dx,0)x(f
x
V)x(V

.
≠∈∀<

∂

∂
=  

El PE 0=x  es AE. Esta estabilidad ser‡  global si 
= ℜnD y además si la V es radialmente no acotada; es 

decir; 
→∞

= ∞
x

V xlim ( )  

Como candidata a V , se propuso:  
TV x x Px( ) =                                  (4) 

Donde P  es una matriz real, simétrica y definida 
positiva. La derivada de V sobre las trayectorias del 
sistema est‡  dada por: 

= + = + = −
T.

T T T TV x x P x x Px x PA A P x x Qx
. .

( ) ( )  
Donde Q  es una matriz real, simétrica y definida positiva 

dada por:  
                                + = −TPA A P Q                            (5) 

III. SISTEMA DE CONTROL DE NIVEL EN MOLDE 
PARA VACIADO CONTINUO DE ACERO 

El sistema de control del proceso de vaciado de acero de 
Acinox Las Tunas es del tipo asta Ð  tap— n, Á Error! No se 
encuentra el origen de la referencia.. Como se puede 
apreciar en la Fig.1, el mismo tiene una configuraci— n de 
control en cascada. En el lazo interno o de control de 
posici— n se mide la posici— n de la v‡ lvula asta Ð  tap— n en la 
artesa, la cual es manipulada por un servomecanismo 
hidr‡ ulico. En el lazo de control externo se mide el nivel del 
molde y se actúa sobre la referencia de posición para el 

lazo interno. En este proceso se producen transformaciones 
en la válvula tales como la erosión y la obstrucción, las 
cuales afectan el comportamiento del sistema Á Error! No se 
encuentra el origen de la referencia. lo que debe ser 
tomado en cuenta para modificar la ganancia del 
controlador principal. El sistema bajo estudio es un sistema 
de control adaptable el cual posee aptitud para acomodar 
su comportamiento a cambios ocurridos en el medio al que 
est‡  expuesto, lo cual implica la necesidad de modificar los 
par‡ metros del regulador, que en este caso es un PI 
adaptado, en el que se ajustan sus par‡ metros por medio 
de un algoritmo borroso [7]. En la nueva propuesta, 
obtenida a partir de una investigaci— n realizada en la planta, 
con participación y conducción de la Universidad de 
Oriente, se obtuvo y validó un modelo aproximado, 
utilizando leyes físicas, la identificación experimental 
mediante se–ales especiales e identificaci— n paramŽ trica 
fuera de l’ nea tal como se aborda en [5].  

En dicha propuesta, se utiliza un sistema borroso que a 
partir de ciertas condiciones del proceso reveladoras de los 
cambios en el punto de operaci— n, genera un factor de 
adaptaci— n ( aF ) que modifica dicha ganancia. El sistema 
de control posee adem‡ s un algoritmo de planificaci— n de 
ganancia que también actúa sobre la parte proporcional 
( pK ), de manera que el funcionamiento del mismo lleva 
impl’ cito la participaci— n de diversos controladores locales, 
por tanto el an‡ lisis de estabilidad se realizar‡  teniendo en 
cuenta esta cuesti— n. Como lo obtenido en aF es número 
dado que el modelo TS responde con un consecuente 
numŽ rico [7] y [8] y que adem‡ s pK  proporciona valores 
numŽ ricos tambiŽ n, son estas situaciones las que se 
consideran para analizar como interviene la adaptaci— n en 
la funci— n de transferencia (FT) del controlador PI.  

 
Fig.1: Diagrama en bloques del sistema de control de nivel en 

molde. 
Según la Fig.1, los elementos que componen el lazo son: 

el controlador interno, el servomecanismo hidr‡ ulico, el 
sensor de posici— n (estos elementos integran el lazo de 
control de posici— n, que aparecer‡  simplificado, como 

cpG s( ) ), el controlador principal PI, la v‡ lvula asta Ð  tap— n, 
la artesa, el molde y el sensor de nivel; la FT de cada uno 
aparece detallada en Á Error! No se encuentra el origen de 
la referencia.. Para aplicar los mŽ todos de an‡ lisis de 
estabilidad, se obtiene la FT total del sistema (6), que se 
determina aplicando el principio de superposici— n, para ello 
se realiza la simplificaci— n del diagrama en bloques, de esta 
forma se obtendr‡  la FT del nivel de salida con el nivel de 
referencia (7) y nivel de salida con la velocidad de vaciado 
(8).  
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La ecuaci— n caracter’ stica de (7) y (8) es la misma, por 
tanto =A A1 2  y de igual forma =B B1 2 .  

)<0. 
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de un algoritmo borroso [7]. En la nueva propuesta, 
obtenida a partir de una investigaci— n realizada en la planta, 
con participación y conducción de la Universidad de 
Oriente, se obtuvo y validó un modelo aproximado, 
utilizando leyes físicas, la identificación experimental 
mediante se–ales especiales e identificaci— n paramŽ trica 
fuera de l’ nea tal como se aborda en [5].  
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partir de ciertas condiciones del proceso reveladoras de los 
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cuenta esta cuesti— n. Como lo obtenido en aF es número 
dado que el modelo TS responde con un consecuente 
numŽ rico [7] y [8] y que adem‡ s pK  proporciona valores 
numŽ ricos tambiŽ n, son estas situaciones las que se 
consideran para analizar como interviene la adaptaci— n en 
la funci— n de transferencia (FT) del controlador PI.  
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Según la Fig.1, los elementos que componen el lazo son: 

el controlador interno, el servomecanismo hidr‡ ulico, el 
sensor de posici— n (estos elementos integran el lazo de 
control de posici— n, que aparecer‡  simplificado, como 

cpG s( ) ), el controlador principal PI, la v‡ lvula asta Ð  tap— n, 
la artesa, el molde y el sensor de nivel; la FT de cada uno 
aparece detallada en Á Error! No se encuentra el origen de 
la referencia.. Para aplicar los mŽ todos de an‡ lisis de 
estabilidad, se obtiene la FT total del sistema (6), que se 
determina aplicando el principio de superposici— n, para ello 
se realiza la simplificaci— n del diagrama en bloques, de esta 
forma se obtendr‡  la FT del nivel de salida con el nivel de 
referencia (7) y nivel de salida con la velocidad de vaciado 
(8).  
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el controlador interno, el servomecanismo hidr‡ ulico, el 
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control de posici— n, que aparecer‡  simplificado, como 
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la artesa, el molde y el sensor de nivel; la FT de cada uno 
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se realiza la simplificaci— n del diagrama en bloques, de esta 
forma se obtendr‡  la FT del nivel de salida con el nivel de 
referencia (7) y nivel de salida con la velocidad de vaciado 
(8).  
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Entonces:  
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Estable (GAE) s’  todos los Aλ  tienen ( )e AR <0λ .  
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de forma continua hasta alcanzar un estado de equilibrio. 
En un sistema no lineal no resulta f‡ cil definir una V , por 
ello, en este mŽ todo se introduce una V  ficticia, 
denominada función de Lyapunov. 
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PARA VACIADO CONTINUO DE ACERO 

El sistema de control del proceso de vaciado de acero de 
Acinox Las Tunas es del tipo asta Ð  tap— n, Á Error! No se 
encuentra el origen de la referencia.. Como se puede 
apreciar en la Fig.1, el mismo tiene una configuraci— n de 
control en cascada. En el lazo interno o de control de 
posici— n se mide la posici— n de la v‡ lvula asta Ð  tap— n en la 
artesa, la cual es manipulada por un servomecanismo 
hidr‡ ulico. En el lazo de control externo se mide el nivel del 
molde y se actúa sobre la referencia de posición para el 

lazo interno. En este proceso se producen transformaciones 
en la válvula tales como la erosión y la obstrucción, las 
cuales afectan el comportamiento del sistema Á Error! No se 
encuentra el origen de la referencia. lo que debe ser 
tomado en cuenta para modificar la ganancia del 
controlador principal. El sistema bajo estudio es un sistema 
de control adaptable el cual posee aptitud para acomodar 
su comportamiento a cambios ocurridos en el medio al que 
est‡  expuesto, lo cual implica la necesidad de modificar los 
par‡ metros del regulador, que en este caso es un PI 
adaptado, en el que se ajustan sus par‡ metros por medio 
de un algoritmo borroso [7]. En la nueva propuesta, 
obtenida a partir de una investigaci— n realizada en la planta, 
con participación y conducción de la Universidad de 
Oriente, se obtuvo y validó un modelo aproximado, 
utilizando leyes físicas, la identificación experimental 
mediante se–ales especiales e identificaci— n paramŽ trica 
fuera de l’ nea tal como se aborda en [5].  

En dicha propuesta, se utiliza un sistema borroso que a 
partir de ciertas condiciones del proceso reveladoras de los 
cambios en el punto de operaci— n, genera un factor de 
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( pK ), de manera que el funcionamiento del mismo lleva 
impl’ cito la participaci— n de diversos controladores locales, 
por tanto el an‡ lisis de estabilidad se realizar‡  teniendo en 
cuenta esta cuesti— n. Como lo obtenido en aF es número 
dado que el modelo TS responde con un consecuente 
numŽ rico [7] y [8] y que adem‡ s pK  proporciona valores 
numŽ ricos tambiŽ n, son estas situaciones las que se 
consideran para analizar como interviene la adaptaci— n en 
la funci— n de transferencia (FT) del controlador PI.  
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molde. 
Según la Fig.1, los elementos que componen el lazo son: 

el controlador interno, el servomecanismo hidr‡ ulico, el 
sensor de posici— n (estos elementos integran el lazo de 
control de posici— n, que aparecer‡  simplificado, como 

cpG s( ) ), el controlador principal PI, la v‡ lvula asta Ð  tap— n, 
la artesa, el molde y el sensor de nivel; la FT de cada uno 
aparece detallada en Á Error! No se encuentra el origen de 
la referencia.. Para aplicar los mŽ todos de an‡ lisis de 
estabilidad, se obtiene la FT total del sistema (6), que se 
determina aplicando el principio de superposici— n, para ello 
se realiza la simplificaci— n del diagrama en bloques, de esta 
forma se obtendr‡  la FT del nivel de salida con el nivel de 
referencia (7) y nivel de salida con la velocidad de vaciado 
(8).  
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La ecuaci— n caracter’ stica de (7) y (8) es la misma, por 
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)<0. 

x = Ax (2)

B. Segundo método de Lyapunov
Método Directo de Lyapunov – De la teoría 
clásica de la mecánica se conoce que un siste-
ma	es	estable	si	su	energía	total,	es	una	función	
definida	 positiva	 y	 decreciente	 de	 forma	 conti-
nua	 hasta	 alcanzar	 un	 estado	 de	 equilibrio.	 En	
un sistema no lineal no resulta fácil definir una 
V,	por	ello,	en	este	método	se	 introduce	una	V 
ficticia,	denominada	función	de	Lyapunov.

Teorema 3. Considérese x = f(x) que existe una 
función	continuamente	diferenciable ℜ→D:V  
tal	que:	
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Entonces, el PE x = 0 es estable en el sentido de 
Lyapunov. Si además se cumple:

El PE x	=	0 es AE. Esta estabilidad será global si 
= ℜnD y además si la V es radialmente no acota-

da;	es	decir;	 →∞
= ∞

x
V xlim ( )

Como	candidata	a	V,	se	propuso:	
TV x x Px( ) = 	(4)

Donde P es una matriz real, simétrica y definida 
positiva.	La	derivada	de	V	sobre	las	trayectorias	
del	sistema	está	dada	por:

= + = + = −
T.

T T T TV x x P x x Px x PA A P x x Qx
. .

( ) ( )

Donde	Q	es	una	matriz	real,	simétrica	y	definida	
positiva	dada	por:	

 + = −TPA A P Q 	(5)

iii. sistema de control de nivel 
en molde Para vaciado 
continuo de acero

El	sistema	de	control	del	proceso	de	vaciado	de	
acero	de	Acinox	Las	Tunas	es	del	tipo	asta	–	ta-
pón,	[5].	Como	se	puede	apreciar	en	la	Fig.1,	él	
mismo	 tiene	 una	 configuración	 de	 control	 en	
cascada.	En	el	lazo	interno	o	de	control	de	posi-
ción	se	mide	la	posición	de	la	válvula	asta_tapón	
en	la	artesa,	la	cual	es	manipulada	por	un	servo-
mecanismo hidráulico. En el lazo de control ex-
terno	se	mide	el	nivel	del	molde	y	se	actúa	sobre	

la	referencia	de	posición	para	el	lazo	interno.	En	
este	 proceso	 se	 producen	 transformaciones	 en	
la	válvula	tales	como	la	erosión	y	la	obstrucción,	
las	 cuales	 afectan	 el	 comportamiento	 del	 siste-
ma	 [5]	 lo	 que	debe	 ser	 tomado	 en	 cuenta	para	
modificar	la	ganancia	del	controlador	principal.	
El	sistema	bajo	estudio	es	un	sistema	de	control	
adaptable	 el	 cual	 posee	 aptitud	 para	 acomodar	
su	 comportamiento	 a	 cambios	 ocurridos	 en	 el	
medio	 al	 que	 está	 expuesto,	 lo	 cual	 implica	 la	
necesidad	 de	 modificar	 los	 parámetros	 del	 re-
gulador,	que	en	este	caso	es	un	PI	adaptado,	en	
el	 que	 se	 ajustan	 sus	parámetros	por	medio	de	
un	algoritmo	borroso	[7].	En	la	nueva	propuesta,	
obtenida	a	partir	de	una	investigación	realizada	
en	la	planta,	con	participación	y	conducción	de	
la	Universidad	de	Oriente,	se	obtuvo	y	validó	un	
modelo	 aproximado,	 utilizando	 leyes	 f ísicas,	 la	
identificación	 experimental	 mediante	 señales	
especiales	e	identificación	paramétrica	fuera	de	
línea	tal	como	se	aborda	en	[5].	

En	dicha	propuesta	se	utiliza	un	sistema	borroso	
que	a	partir	de	 ciertas	 condiciones	del	proceso	
reveladoras	de	los	cambios	en	el	punto	de	ope-
ración,	genera	un	factor	de	adaptación	(Fa)	que	
modifica dicha ganancia. El sistema de control 
posee	además	un	algoritmo	de	planificación	de	
ganancia	que	también	actúa	sobre	la	parte	pro-
porcional	(Kp),	de	manera	que	el	funcionamiento	
del	 mismo	 lleva	 implícito	 la	 participación	 de	
diversos	controladores	locales,	por	tanto,	el	aná-
lisis	de	estabilidad	se	realizará	teniendo	en	cuen-
ta	 esta	 cuestión.	Como	 lo	obtenido	 en	Fa es un 
número	dado	al	que	el	modelo	TS	responde	con	
un	consecuente	numérico	[7]	y	[8]	y	que	además	
Kp	proporciona	valores	numéricos	también,	son	
estas	situaciones	las	que	se	consideran	para	ana-
lizar	cómo	interviene	la	adaptación	en	la	función	
de	transferencia	(FT)	del	controlador	PI.	
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Según	la	Figura	1,	los	elementos	que	componen	
el	 lazo	 son:	 el	 controlador	 interno,	 el	 servome-
canismo	hidráulico,	el	sensor	de	posición	(estos	
elementos	 integran	 el	 lazo	 de	 control	 de	 posi-
ción,	 que	 aparecerá	 simplificado,	 como	Gcp(s),	
el	controlador	principal	PI,	la	válvula	asta_tapón,	
la	artesa,	el	molde	y	el	sensor	de	nivel;	la	FT	de	
cada	uno	 aparece	detallada	 en	 [5].	 Para	 aplicar	
los	métodos	de	análisis	de	estabilidad,	se	obtiene	
la	FT	total	del	sistema	(6),	que	se	determina	apli-
cando	el	principio	de	superposición,	para	ello,	se	
realiza	la	simplificación	del	diagrama	en	bloques,	
de	esta	forma	se	obtendrá	la	FT	del	nivel	de	sali-
da	con	el	nivel	de	referencia	(7)	y	nivel	de	salida	
con	la	velocidad	de	vaciado	(8).	

= +H s T s T s1 2( ) ( ) ( ) 	(6)

= =
+

c cp v a m

c cp v a m sn

G s G s K G s G sH sT s
H s G s G s K G s G s G s1

0

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

	(7)

= =
+

m m

v c cp v a m sn

C G sH sT s
V s G s G s K G s G s G s2

( )( )( )
( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

	(8)

La	ecuación	característica	de	(7) y	(8)	es	la	mis-
ma,	por	tanto	A1 = A2 y de igual forma B1 = B2.

A A1 2

55.82 22.73 11.55 3.77 1.49 0.31
64 0 0 0 0 0
0 16 0 0 0 0
0 0 8 0 0 0
0 0 0 4 0 0
0 0 0 0 0.5 0

− − − − − − 
 
 
 

= =  
 
 
 
  

 
 
 
 

= =  
 
 
 
  

B B1 2

2
0
0
0
0
0  

D1 = D2 = [0]

Para T1(s): C1 = [0  0.29  0.96  1.15  0.77  0.15] 

Para T2(s): C2 =  [0.50  0.44  0.71  0.72  0.45  0] 

A	 partir	 de	 esta	 representación,	 se	 comprueba	
si	se	cumple	el	Teorema	2,	que	se	aplica	para	A1 
y A2.	Es	importante	resaltar	que,	los	autovalores	
de	dichas	matrices	son	iguales	(EA1 = EA2).	Pos-
teriormente	se	verifica	si	se	cumple	el	Teorema	
3	 para	 cada	 controlador	 local	 a	 través	 de	 la	
determinación	de	V(x) y su derivada, y luego se 

comprueba	que	estas	cumplan	con	las	condicio-
nes	del	método,	pero	antes	se	debe	determinar	la	
matriz P	con	(5),	para	lo	cual	se	definió	la	matriz	
Q como la matriz identidad.

iv. resultados y discusión

Para	 obtener	 los	 resultados	de	 ambos	métodos	
de	Lyapunov,	 se	 realizó	un	programa	en	MAT-
LAB®7.7,	en	el	que	se	obtuvieron	P, EA1, EA2, V(x) 
y V(x),	entre	otros:

− + 
 − − 
 −

= =  
− + 

 − −
 

−  

i
i

EA EA
i
i

1 2

22.26 20.63
22.26 20.63

8.32
1.43 1.98
1.43 1.98

0.11

Todos	los	autovalores	tienen	parte	real	no	positi-
va lo que indica que el PE x=0 es	estable	y	cumple	
con	 la	 condición	 de	 ser	 GAE. Además con el 
propósito	de	dar	cumplimiento	al	Teorema	3,	se	
mostrará	un	ejemplo	de	una	función	y	su	deriva-
da	para	uno	de	los	controladores.	

−= − − + + −

+ − + − − + +

+ − − + − − +

+ −

V x x x x x x x x
x x x x x x x
x x x x x x x

x x

4
1 2 3 4 5 6 1

1 2 3 4 5 6 2

1 2 3 4 5 6 3

1

( ) (0.017 0.0078 0.0257 0.0039 0.008 1.2207 *10 )
( 0.0078 0.1028 0.0313 0.1278 0.0156 0.0146 )
( 0.0257 0.313 0.2555 0.0625 0.4683 0.0078 )
(0.0039 0.1278

−

− + − −

+ + − − + −

+ − + + − − +

x x x x x
x x x x x x x

x x x x x x x

2 3 4 5 6 4

1 2 3 4 5 6 5
4

1 2 3 4 5 6 6

0.0625 0.9367 0.1250 0.4529 )
(0.008 0.0156 0.4683 0.1250 3.6233 )

( 1.2207 *10 0.0146 0.0078 0.4529 8.9963 )

= − − − + + +
.

V x x x x x x x1 2 3 4 5 6( ) 0.0095 0.0675 0.6489 0.3448 4.10725 15.1313

El	 programa	 realiza	 el	 mismo	 procedimiento	
para	obtener	V(x)	y	su	derivada,	por	tanto,	para	
el resto de los controladores, los resultados son 
similares a los anteriores.

Dicho	programa	da	la	posibilidad	de	comprobar	
las	condiciones	que	exponen	los	teoremas	utili-
zados,	 por	 tal	motivo	 se	 puede	decir	 que	 estas	
funciones	y	sus	derivadas	cumplen	con	las	con-
diciones	que	se	plantean	en	el	segundo	método	
de	 Lyapunov,	 por	 tanto,	 el	 PE	 x = 0 es AE. Se 
demostró	además	que	la	V (x) es radialmente no 
acotada, lo que indica que el PE x = 0 es GAE. 
Finalmente,	 con	estos	 resultados	 se	comprueba	
que	 cada	 controlador	 PI	 local	 es	 estable	 en	 el	
sentido	 de	 Lyapunov.	 Es	 preciso	 acotar	 que	 en	
este	trabajo	se	han	desarrollado	ambos	métodos	
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de	Lyapunov,	pues	con	el	primero	se	demuestra	
la	estabilidad	global	del	sistema	y,	con	el	segun-
do,	la	estabilidad	global	de	cada	controlador.	

Conclusiones

Con	el	diseño	de	un	controlador	borroso	adap-
table	basado	en	la	variante	TS,	se	encontró	una	
alternativa	interesante	para	el	diseño	del	sistema	
de control de nivel en molde de vaciado conti-
nuo, lo que facilita en gran medida el analisis de 
estabilidad.

La	 teoría	 de	 Lyapunov	 proporciona	 un	 marco	
general	 que	 permite	 verificar	 si	 un	 equilibrio	
es	 estable	 según	 varias	 definiciones.	 Se	 abordó	
dicha	teoría,	puesto	que	 lo	planteado	en	ella	es	
el	 argumento	utilizado	para	 el	 análisis	 de	 esta-
bilidad,	 que	 da	 solución	 al	 objetivo	 planteado	
inicialmente.

Se	demostró	que	el	 sistema	de	control	de	nivel	
con	adaptación	borrosa	propuesto	para	Acinox	
Las	Tunas	es	AE y GAE	en	el	sentido	de	Lyapu-
nov,	 tanto	 por	 el	 primer	 método	 como	 por	 el	
segundo.

Con este resultado se confirma la efectividad de 
la	propuesta	y	 la	viabilidad	de	su	 implementa-
ción	en	la	práctica.	Esto	a	su	vez	constituye	un	
aval	para	predecir	que	dicho	sistema	será	capaz	
de	 responder	 satisfactoriamente	ante	variacio-
nes	en	las	características	dinámicas	de	la	planta,	
logrando	que	se	produzcan	menos	afectaciones	
en	el	nivel,	lo	que	contribuiría	a	la	obtención	de	
un	producto	final	de	mayor	calidad.
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